﻿Prefață Lucrarea a fost inițial concepută ca o ediție revăzută a lucrării Analiza rețelelor (circuitelor) liniare (Linear NetWork Analysis) a lui Sundaram Seshu și Norman Balabanian, în vara anului Totuși înainte ca activitatea de revizuire să înceapă cu adevărat, Ș Seshu a murit într-un tragic accident de automobil De atunci, ediția revăzută concepută inițial a suferit modificări atît de mari încît a căpătat caracterul unei noi cărți și o prezentăm ca atare Noi (în special Norman Balabanian) dorim, cu toate acestea, să menționăm contribuțiile directe și indirecte la această carte, ale lui S Seshu Materialul cu ajutorul căruia a fost scrisă această carte a fost folosit într-un curs introductiv (beginning graduale course) la Universitatea din Syracuse și la Berkeley — Universitatea din California Nivelul lucrării permite însă folosirea unor părți din ea într-un curs pentru anii superiori (senior course) în studiul sistemelor electrice este adesea necesar să ne ocupăm de structura internă și de compoziția sistemului în aceste cazuri un instrument important pentru analiză este topologia în alte cazuri, interesează numai caracteristicile externe Atunci intră în joc considerațiile de „sistem" în această carte ne vom ocupa atît de compoziția internă cît și de caracteristicile de sistem Instrumentele matematice de primă importanță sînt analiza matriceală, grafurile liniare, funcțiile de variabilă complexă și transformata Laplace Primele două sînt dezvoltate în interiorul textului, ultimele două fiind tratate în anexe De asemenea, pentru a pune bazele folosirii funcției impuls-unitate în cap , se tratează în anexe și funcțiile generalizate Fiecare din anexe constituie o dezvoltare relativ detaliată și atentă a subiectului tratat în această carte am încercat să facem o dezvoltare îngrijită a bazelor teoriei circuitelor (rețelelor)*' Se studiază răspunsurile în domeniul timp *> Menționăm că în traducerea cuvîntului „NetWork” s-au folosit în lucrare, ca fiind sinonime în sens larg, rețea sau circuit Ținînd seama, însă, pc de o parte, că în anumite domenii ca electroenergetica, telecomunicațiile și în activitatea practică a electronistului, electrotehnicianului, automatistului ș a aceste cuvinte pot desemna sisteme, respectiv subsisteme (ex rețea cu mai multe circuite, sau invers), iar pe de altă parte, că lucrarea îmbrățișează aspectele generale ale rețelelor sau circuitelor, am denumit cartea „Teoria modernă a circuitelor (rețelelor)” Aruncăm astfel o punte de trecere între aceste cuvinte, care nu e străină și de aprecierea că teoria rețelelor’ (circuitelor) se intersectează în preocupări cu laturi ale teoriei sistemelor, cum și cu ale altor domenii, cum sînt cele privind calculatoarele PREFAȚA și în frecvență, analiza și sinteza împreună cu componentele pasive reciproce se studiază și componentele active nereciproce {surse comandate, gira-toare, convertoare de impedanță negativă) Deși cea mai mare parte a cărții se limitează la rețelele liniare invariante în timp, există totuși un capitol important care se ocupă de rețelele neliniare și variante în timp Analiza matriceală nu este tratată în totalitate intr-un singur capitol; se introduc părți din ea acolo unde este necesar Astfel, considerațiile introductive sînt discutate în cap , dar funcțiile de matrice se introduc în cap , în care se caută o soluție pentru ecuația vectorilor de stare în mod analog, echivalența matricelor, forma canonică a unei matrice și formele pătratice se tratează în cap , pregătind dezvoltarea proprietăților analitice ale funcțiilor de rețea Analiza rețelelor începe în cap cu o formulare precisă a relațiilor fundamentale ale lui Kirchhoff, obținute prin aplicarea teoriei grafurilor Metodele clasice folosind ecuațiile pe ochiuri, la noduri, la perechi de noduri și cu variabile mixte sînt prezentate pe bază topologică în cap se tratează rețelele mult iter minate caracterizate prin mărimile măsurate la borne și la perechi de borne (porți) Aici se introduc Matrițele de admitanță și impedanță nedefinite și se discută proprietățile lor Capitolul se încheie cu o discuție a formulelor pentru calculul funcțiilor de rețea pornind de la concepte topologice în cap se introduc ecuațiile de stare ale rețelei Metoda de scriere a ecuațiilor de stare pentru rețelele pasive și active, reciproce și nereciproce este astfel încît cere calcularea parametrilor de multiport numai pentru o rețea rezistivă {care poate fi activă și nereciprocă) Se tratează dezvoltat soluția în domeniul timp pentru ecuația vectorilor de stare Cap se ocupă de metodele integrale de găsire a soluției, ceea ce include integrala de convoluție și integralele de superpoziție Se discută metodele numerice de evaluare a matricelor de tranziție și problema erorilor în soluțiile numerice Cap și fac trecerea de la analiză la sinteză Se studiază suficiența părții reale, modulului sau fazei ca părți date ale unei funcții de rețea și se dezvoltă metodele de determinare a funcției de rețea din oricare dintre părțile ei Acest lucru implică folosirea unor metode algebrice și a relațiilor integrale date de formulele Boăe Se studiază, de asemenea, formulele integrale ce dau legătura dintre partea reală și imaginară ale unei funcții de rețea și răspunsul la impulsul sau la treapta unitate Pentru rețelele pasive, funcțiile de energie dau baza stabilirii proprietăților analitice ale funcțiilor de rețea Se introduc f uncțiile real — pozitive și se obțin din ele proprietățile și cibernetica, fapt care favorizează simultan generalizarea noțiunilor sau(și) accepțiuni diferite pentru ele în text am folosit rețea sau circuit, după cum s-a apreciat mai uzual în terminologia curentă Aparentul pleonasm ar putea fi(sau nu) înlăturat de necesitățile exprimării fiecărui cititor, iar precizarea va veni in timp, odată cu standardizarea terminologiei și cu verificarea ei în practică Și pentru alte cuvinte-menționate în dicționarul român-englez de la sfirșitul lucrării — sau folosit și termenii sinonimi (N R ) PREFAȚA funcțiilor de reactanță și cele ale funcțiilor de admitanță și impedanță RC Metodele de sinteză prezentate pentru aceste funcții cit și pentru altele, includ metoda Darlington și metodele de sinteză pentru rețelele active RC Cap prezintă o tratare amănunțită a parametrilor de repartiție și descrierea rețelelor multiport cu ajutorul matricelor de repartiție Se discută normalizarea reală și complexă, ultima incluzînd normalizarea la o singură frecvență și normalizarea independentă de frecvență Se studiază proprietățile de reflexie și transmisie ale rețelelor multiport active și pasive, reciproce și nereciproce, în funcție de parametrii de repartiție Se discută aplicațiile la proiectarea filtrelor și amplificatoarelor de rezistență negativă Conceptele de reacție și stabilitate se studiază în cap Se introduce aici, ca instrument matematic, graful de fluență al semnalelor Se prezintă criteriile Routh-Hurwitz, Lienard Chipart și Nyquist Ultimul capitol este consacrat rețelelor variabile în timp și neliniare Se pune accentul pe proprietățile generale ale ambelor tipuri de rețea, așa cum rezultă din ecuațiile de stare Se discută probleme ale existenței și unicității soluțiilor și metode de obținerea lor Se dă atenție teoriei stabilității a lui Liapunov La sfîrșitul fiecărui capitol se prezintă o mare varietate de probleme Numărul total este , unele din ele fiind simple aplicații ale relațiilor obținute în text Totuși, multe din ele cer o extensie considerabilă a materialului din text, sau demonstrații ale unor afirmații ajutătoare care nu au putut fi incluse în text din lipsă de spațiu în anumite capitole a fost inclusă o clasă specială de probleme Fiecare din acestea, notate cu un asterisc cere scrierea unui program pentru calculator Deși scrierea programelor pentru calculator nu a fost discutată în text și s-a inclus numai o minimă prezentare a metodelor numerice, credem că cititorii acestei cărți posedă un nivel de cunoștințe suficient, care permite rezolvarea acestor probleme La sfîrșitul cărții se dă o bibliografie, în scopul prezentării unei serii de autori cărora le datorăm unele din ideile noastre în plus ea constituie o bază suplimentară de referință ce poate fi consultată pentru subiecte speciale Am beneficiat de observațiile și criticile multor colegi și studenți, care ne-au sugerat îmbunătățiri, pentru care exprimăm mulțumirile noastre Syracuse New York N Balabanian T A Biekart Cuprins Pag Prefața Noțiuni fundamentale Introducere Algebra matriceală elementară Operațiuni de bază Tipuri de matrice Determinanți Inversa unei matrice Condensare pivotală Ecuații liniare Ecuație caracteristică Similitudine Inegalitatea lui Sylvester Norma unui vector Notații și sensuri convenționale Clasificarea rețelelor (circuitelor) Liniaritate Invarianță in timp Pasivitate Reciprocitate Elemente de rețea (circuit) Transformatorul Giratoriii Surse independente Surse comandate sau dependente Convertor de negativare Probleme Teoria graiurilor și ecuațiile rețelelor (circuitelor) Noțiuni introductive Teoremele lui Kirchhoff Ecuațiile pe bucle Ecuațiile pe noduri Ecuații de stare — Sistem mixt de ecuații Soluțiile ecuațiilor CUPRINS Рак Graiuri liniare Definiții introductive Matricea de incidență Matricea de contur Relații între submatricele din A și В Mulțimea secțiunilor și matricea secțiunilor Graiuri planare Teoremele de bază ale rețelelor (circuitelor) electrice Teorema lui Kirchhoff pentru curent Teorema lui Kirchhoff pentru tensiune Relațiile pe laturi Ecuațiile pe bucle, pe noduri și pe perechi de noduri Ecuațiile pe bucle Ecuațiile pe noduri Ecuațiile pe perechi de noduri Dualitatea Rețele (circuite) nereciproce și active Ecuații cu variabile mixte Probleme Funcții de circuit (rețea) Funcții de intrare și de transfer Funcții de intrare Funcții de transfer Circuite multitcrminale Circuite diport (cuadripoli) Parametrii In gol și in scurtcircuit Parametrii hibrizi Parametrii lanț Zerourile de transmisie interconectarea circuitelor diport Conectarea In cascadă Conectarea în paralel și serie Restricții la interconectarea cuadripolilor Circuite multiport Matricea de admitanță nedefinită Conectarea a două terminale Suprimarea terminalelor Circuite în paralel Cofactorii determinantului matricei (Y\) ; Matricea impedanță nedefinită ' Formule topologice pentru funcțiile de circuit Determinantul matricei admitanțelor la noduri CUPRINS Pag Cofactori simetrici ai matricei admitanțeior ia noduri Cofactori nesimetrici ai matricei admitanțeior la noduri Matricea impedanțelor pe contur și cofactorii ei Parametrii diportului Probleme Ecuații de stare Ordinul de complexitate al unei rețele (circuite) Considerații de bază în scrierea ecuațiilor de stare Rezolvarea în domeniul timp a ecuațiilor de stare Rezolvarea ecuației omogene O altă metodă de rezolvare Exponențiala matriceală Funcții de o matrice Teorema Cayley-Hamilton și consecințele ei Valori proprii distincte Valori proprii multiple Matricea constituantă Matricea rezolvantă Algoritmul matricei rezolvante Polinoame rezolvante Formularea sistematică a ecuațiilor de stare Considerații topologice Eliminarea variabilelor nedorite Rețele invariabile în timp Rețele RLC Matrice de parametri pentru rețelele RLC Considerații privind sursele comandate Formularea ecuațiilor de stare cu ajutorul multiporților Ecuații de ieșire Probleme Soluții integrale Teorema convoluției Răspunsul la impulsul unitate Funcții de transfer diferite de zero la infinit O altă metodă de obținere a integralei de convoluție Răspunsul la treapta unitate Principiul superpoziției Superpoziția de impulsuri unitate Superpoziția de trepte unitate Soluții numerice Rețelele cu mai multe intrări și ieșiri Răspunsul exprimat cu ajutorul ecuațiilor de stare Erori transmisibile CUPRINS Pag Evaluarea numerică a lui î’™' ' Erori de calcul Erori la calculul răspunsului de stare liber Erori la calculul răspunsului de stare forțat Probleme Reprezentări ale funcțiilor de circuit (rețea) Poli, zerouri și frecvențe naturale Pozițiile polilor Părțile pară și impară ale unei funcții Modulul și faza unei funcții Funcția de Intîrziere Funcții de fază minimă Funcții trece-tot și de fază minimă Diferența de fază Polinoame Hurwitz Circuite de fază minimă și de fază neminimă Circuite în scară Circuite de rezistență constantă Determinarea unei funcții de circuit din modulul său Răspunsul maxim plat Răspunsul Cebtșev Calculul unei funcții de circuit dintr-o fază dată Calculul unei funcții de circuit din parte reală dată Metoda Bode Metoda Gewertz Metoda Miyata Relații integrale între părțile reală și imaginară Teoremele integralei de reactanță și integralei de rezistență Limitări impuse circuitelor O altă formă a relațiilor integrale Relații obținute pentru diferite funcții pondere Relațiile Intre răspunsul în domeniul timp și domeniul frecvență Răspunsul la treapta unitate Răspunsul la impuls unitate Probleme Principii de bază ale sintezei circuitelor (rețelelor) Transformarea matricelor Transformări elementare Matrice echivalente Transformări similare Transformări congruente CUPRINS Pag Forme pătratice și hermitice Definiții Transformarea unei forme pătratice Forme definite și semidefinite Forme hermitice Funcții de energie Circuite reciproce, pasive Funcția de impedanță Condiția impusă argumentului Funcții real-pozitive Condiții necesare și suficiente Proprietatea argumentului unei funcții real-pozitive Funcții real-limitate Funcția părții reale Funcții de reactanță Realizarea funcțiilor de reactanță Schema circuitelor în scară Polinoame Hurwitz și funcții de reactanță Impedanțele și admitanțele unor circuite RC Realizarea circuitelor în scară Circuite cu rezistențe și bobine Parametrii diporților Diporți cu rezistențe și capacități Diporți nedisipativi terminați cu o rezistență Diporți RC, pasivi și activi Conectarea în cascadă Conectarea în cascadă cu un convertor de negativare Conectarea în derivație Schema RC cu amplificator Probleme Parametri de repartiție Relații de repartiție ale unui uniport Variabile normate Normare reală Circuit mărit Coeficient de reflexie pentru un circuit invariant în timp, pasiv și reciproc Relații pentru putere Relații de repartiție ale unui multiport Matricea de repartiție Legătura cu matricele de impedanță și admitanță Normarea și multiportul mărit Matricea de repartiție și transferul de putere Interpretarea parametrilor de repartiție CUPRINS Pag Proprietăți ale matricei de repartiție Proprietățile circuitului diport O aplicație — filtrare sau egalizare Limitări datorate capacității parazite Normare în complex Normare independentă de frecvență Amplificator cu rezistență negativă Probleme Graiuri de fluență a semnalelor și reaeția Diagrame operaționale Graf uri de fluență a semnalelor Proprietățile grafului Inversarea unui graf Reducerea unui graf Reducerea la un graf esențial Expresia amplificării grafului Trasarea grafului de fluență a semnalelor pentru o rețea Reacția Raportul de Întoarcere și diferența la întoatcere Senzitivitatea Stabilitatea Criteriul lui Routh Criteriul lui Hurwitz Criteriul lui Lienard-Chipart Criteriul lui Nyquist Discuții și ipoteze Teorema lui Nyquist Probleme Circuite (rețele) liniare variabile în timp și circuite (rețele) neliniare Formularea ecuațiilor de stare pentru rețele variabile in timp Reducere la forma normală Componentele vectorului de stare Soluțiile ecuațiilor de stare pentru circuite variabile in timp Un caz special al soluției ecuației omogene Existența și unicitatea soluției ecuației omogene Soluția ecuației de stare — existență și unicitate Circuite periodice Proprietăți ale soluției de stare Lema Grontvall Proprietăți asimptotice relative la o referință invariantă in timp Proprietăți asimptotice relative la o referință periodică Proprietăți asimptotice relative la o referință generală variabilă în timp CUPRINS Pag Formularea ecuațiilor de stare pentru circuite neliniare Formularea topologică Ecuația de ieșire Soluția ecuației de stare pentru circuite neliniare Existență și unicitate Proprietățile soluției , ' Soluția numerică Formula de diferență inversă a lui Newton Formule deschise Formule închise Metoda lui Euler Metoda lui Euler modificată Metoda Adams Metoda Adams modificată Metoda Milne Metoda cu predictor-corector Metoda Runge Kutta Erori Stabilitate Liapunov Definiții de stabilitate Teoreme de stabilitate Teorema instabilității Construirea funcției Liapunov Probleme Anexa Funcții generalizate A Cituri de convoluție și funcții generalizate A Algebra funcțiilor generalizate Citul de convoluție al funcțiilor generalizate A Funcții generalizate particulare Exemple de funcții continue Funcții local integrabile A Funcțiile generalizate ca operatori Funcția impuls unitate A Ecuații integrodiferențiale A Transformata Laplace a unei funcții generalizate Anexa Teoria funcțiilor de o variabilă complexă A Funcții analitice A Transformarea conformă A Integrarea Teorema de integrare a lui Cauchy Formula integrală a lui Cauchy Teorema modulului maxim și lema lui Schwartz CUPRINS Pag A Serii infinite Serii Taylor Serii Laurent Funcții definite prin serii A Funcții multiforme Funcția logaritmică Puncte de ramificație, tăieturi și suprafețe Riemann Clasificarea funcțiilor multiforme A Teorema reziduurilor Evaluarea integralei definite Lema lui Jordan Principiul argumentului A Dezvoltarea în fracții parțiale A Prelungirea analitică Anexa Teoria transformatelor Laplaee A Transformatele Laplaee: Definiții și proprietăți de convergență A Proprietăți analitice ale transformatei Laplaee A Operații asupra funcțiilor original și generatoare Produsele de convoluție real și complex Derivarea și integrarea Teoremele valorilor inițiale și valorilor finale Teorema translației (deplasării) A Integrala complexă de inversiune Bibliografie Dicționar român-englez, de noțiuni și subiecte - Noțiuni fundamentale INTRODUCERE Teoria rețelelor electrice, ca și multe ramuri ale științei, își propune să descrie fenomenele care apar într-un domeniu fizic cu ajutorul unui model matematic Un astfel de model este desigur bazat pe observații asupra fenomenelor fizice, dar se utilizează și alte modele matematice care, verificate în decursul timpului, sînt privite ca realități fizice prin ele însele Așa de exemplu, reprezentarea curentului electric ca un flux de electroni în conductoare, este așa de sugestiv, încît se pierde din vedere faptul că această reprezentare este un model teoretic al unei părți din lumea fizică Scopul unui model este să permită înțelegerea fenomenelor naturale; mai mult, ne așteptăm să ajungem la consecințe logice, care să ne permită să prevedem comportarea modelului în condițiile pe care le stabilim Dacă putem reproduce fizic condițiile care sînt valabile pentru model, prevederile noastre pot fi verificate experimental; în cazul în care acestea se verifică, căpătăm încrederea că modelul este bun Dacă există diferențe între valorile prevăzute și cele experimentale, care nu pot fi puse pe seama erorilor de măsurare, și dacă sîntein siguri că analogia experimentală a modelului teoretic reproduce condițiile modelului, trebuie să tragem concluzia că modelul nu este „adecvat” pentru înțelegerea fenomenului fizic corespunzător, și trebuie revizuit x ) Un exemplu de astfel de revizuire a apărut după celebra experiență a lui Michelson-Morley, în care calculele bazate pe mecanica newtoniană nu au corespuns cu rezultatele experimentale Modelul revizuit este mecanica relativistă - c NOȚIUNI FUNDAMENTALE îu cazul teoriei rețelelor electrice, modelul a fost utilizat cu mare succes în predeterminarea rezultatelor experimentale De fapt, modelul a devenit atît de real, încît pentru studenți este dificil să deosebească modelul de fenomenul fizic Prima etapă în stabilirea unui model este să se facă observații detaliate asupra fenomenului fizic Se efectuează experiențe în intenția de a stabili relații generale între cantitățile măsurabile Din aceste experiențe se trag concluzii generale în ceea ce privește comportarea cantităților implicate Aceste concluzii sint privite ca „legi” și deobicei sînt formulate avînd ca termeni variabilele modelului matematic Această problemă nu face obiectul acestei cărți Considerăm că modelul a fost bine definit Vom introduce elementele modelului fără justificări sau verificări empirice Procesul de abstractizare referitor la interconectarea adecvată a elementelor ipotetice ale modelului, necesar pentru a descrie în mod corespunzător fenomenul fizic dat, este deosebit de important, dar depășește cadrul acestei cărți Această carte se ocupă cu teoria rețelelor (circuitelor) electrice liniare Printr-o rețea (circuit) electrică se înțelege o interconectare electrică de dispozitive (componente) electrice formind o structură cu puncte accesibile la care pot fi măsurate semnalele Se presupune că dispozitivele electrice care alcătuiesc rețeaua sint reprezentate prin modele, sau elemente ipotetice ale căror ecuații de curent-tensiune sint ecuații liniare-algebrice, ecuații diferențiale, cu diferențe finite, ecuații diferențiale ordinare sau ecuații diferențiale parțiale în această carte ne vom ocupa numai de rețelele cu elemente concentrate ; deci nu ne vom ocupa de ecuații diferențiale cu derivate parțiale sau de ecuații diferențiale cu diferențe finite Proprietățile rețelelor pot fi clasificate după două criterii generale, în primul rînd sînt acele proprietăți ale unei rețele care sint consecințele structurii ei — proprietățile topologice Aceste proprietăți nu depind de tipurile elementelor care formează o ramură a rețelei, ci numai de modul în care sînt interconectate ramurile; de exemplu, se poate deduce că zerourile funcției de transfer ale unei rețele în scară (o structură topologică particulară) cad în semiplanul sting, indiferent de tipul elementelor pasive care formează ramurile în al doilea rînd, sînt proprietățile rețelelor de a prelucra semnalul Semnalele sînt aplicate în punctele accesibile ale rețelei Aceste semnale sînt modificate sau prelucrate de rețea în anumite moduri Aceste proprietăți de prelucrare a semnalului depind de elementele conținute de rețea și deasemenea de structura topologică a rețelei Astfel, dacă elementele rețelei sînt fără pierderi, semnalele sînt modificate în anumite moduri, indiferent de structura rețelei; alte limitări sînt impuse acestor proprietăți de către structura rețelei Proprietățile rețelelor în scară fără pierderi, de exemplu, diferă de acelea ale rețelei în X fără pierderi Xe vom ocupa de ambele tipuri de proprietăți — topologice și de prelucrarea semnalului — ale rețelelor ALGEBRA MATRICEALA ELEMENTARA ALGEBRA MATRICEALĂ ELEMENTARĂ în analiza rețelelor electrice, ca în multe alte domenii ale științei și inginerești, apar sisteme de ecuații liniare, fie algebrice, fie diferențiale Dacă sistemul conține mai multe ecuații distincte, chiar procesul de scriere și vizualizare a lor devine dificil Notația matriceală este o metodă convenabilă de scriere a acestor ecuații Mai mult, notația matriceală simplifică operațiile de efectuat asupra ecuațiilor și rezolvarea lor Așa cum cititorul poate să privească un vector spațial cu trei componente ca o singură unitate, tot așa putem privi un sistem de ecuații ca o ecuație matriceală în următorul paragraf, ne vom reaminti unele proprietăți elementare ale matricelor și algebra matriceală, fără a intra însă în detalii, în continuare, așa cum este necesar cînd apar topici adiționale, ne vom abate de la subiectul nostru pentru a defini aceste noi topici introduse O matrice este un aranjament rectangular în coloane și linii, fiecare cantitate fiind numită o intrare sau element al matricei Elementele unei matrice pot fi numere reale sau complexe, funcții de frecvență, operatori de derivare, etc Presupunem că intrările sînt alese dintr-un „domeniu” care ne permite să aplicăm o algebră similară cu algebra numerelor reale Ca exemple de matrice cităm : s s [î'il V V Le întreaga matrice este închisă între paranteze drepte Nu este necesar să scriem întreaga matrice cînd ne referim la ea Este posibil și indicat să-i dăm un „nume” prin atribuirea unui singur simbol, ca în exemplele de mai sus M, Z sau V Vom alege și vom fi consecvenți în folosirea literelor aldine, mari sau mici, pentru reprezentarea matricelor Ordinul unei matrice este o pereche ordonată de numere care reprezintă numărul de linii și numărul de coloane, după cum urmează : (m, n) sau m x n în exemplele de mai sus, ordinele sînt respectiv ( , ), ( , ) și ( , ) Folosind cealaltă notație, ordinele matricelor sînt respectiv, X , x și x Ultima este un tip special de matrice, numită matrice coloană (cu o singură coloană) Este posibil să avem o matrice de ordinul x n; o astfel de matrice are o singură linie și se numește matrice linie O matrice în care numărul de linii este egal cu numărul de coloane se numește matrice patrată în exemplele de mai sus, matricea Z este patrată Pentru cazurile speciale în care matricea este o matrice coloană, o matrice linie sau o matrice patrată, ordinul este determinat NOȚIUNI FUNDAMENTALE de un singur număr, care este numărul de linii sau (și) coloane; de exemplu, dacă M este o matrice pătrată cu n linii și n coloane, ordinul ei este n Pentru a ne referi la elementele unei matrice în termeni generali, folosim notația A = [a Jm n Dacă ordinul (m, n) nu interesează, nu este necesar ca acesta să fie indicat în expresia de mai sus Elementul tipic este Matricea A completă are următoarea formă ’n « « - • •«In « « « - ■ • « n «ml «„! «м • • •«mn ( ) Operațiuni de bază Egalitate Două matrice A = [ay] și В = [ y] sînt egale dacă au același ordin și dacă elementele corespondente sînt identice; adică A = В dacă atj = bi} pentru orice i și j Multiplicare printr-un scalar Pentru a multiplica o matrice A = = [« « «n « : “ : « « ’ A = « « « • « « -« « • « • « « - An : Aj ' A A A A ALGEBRA MATRICEALA ELEMENTARA unde Au = ttU й • A — tt ’ -Ѵз — all a л -a - « й - Aai — йзі ® A — [^ ]? A — [« « ] Submatricele în care a fost partiționată matricea A sînt arătate prin linii punctate Fiecare submatrice poate fi tratată, în operațiunile care urmează a fi efectuate asupra lui A, ca un element al matricei A; de exemplu, produsul a două matrice partiționate este dat de АВ = [£ АЦВЛ] ( ) Desigur, pentru ca această partiționare să conducă la rezultatul corect, este necesar ca fiecare din produsele submatricelor, A Bu, etc , să fie compatibile Matricele partiționate in acest fel se numesc matrice partiționate compatibil Aceasta este exemplificată în următorul produs de două matrice A = : i : - ' i О’ В = - — вп : и +a] b A iBlt- A +A B NOȚIUNI FUNDAMENTALE Diferențierea Fie A de ordinul n x m Atunci, pentru orice punct în care da,}(x)/dx există pentru г = , » și j = , m, dA(x)ldx este definit astfel: ’/л(ж) = [y-ao(®) • dx dx dx ( > Rezultă că matricea d \(x)/dx este obținută prin înlocuirea fiecărui element afJ(x) al matricei А(ж), cu derivata sa da,j(x)/dx Este ușor acum (și le considerăm ea un exercițiu pentru dumneavoastră) să arătăm că — {(A(a?) + B(®)} dx dx dx ( ) ~ {(A(a-)B(^)} = В + A B- ( ) dx dx dx și dx df dx dx df (LI) Se vede că regulile uzuale pentru diferențierea combinațiilor de funcții se aplică și în cazul diferențierii matricelor; o restricție este aceea că ordinea de înmulțire a matricelor dată în ( ) trebuie să fie respectată Integrarea Fie ordinul lui A, n xm Atunci pentru orice interval pe care \ atj(y}dy există pentru i = , n și j = , t»A b(y)dy este definită astfel f A (y)dy = аі}(У)^У • ( ) Rezultă că elementul (г, j) al integralei A este integrala elementului (i,j) al matricei A Urma este suma elementelor diagonalei principale ale unei matrice Dacă matricea este A, vom nota urma cu tr A și o vom defini astfel : tr A = f au »» unde n este ordinul lui A ALGEBRA MATRICEALA ELEMENTARĂ Transpunerea Operațiunea de interschimbare a liniilor și coloanelor unei matrice se numește transpunere Rezultatul acestei operațiuni asupra unei matrice A se numește transpusa lui A și se notează A' Dacă A = (%)„ „, atunci A' = [&„]я>от, unde bif = ajt Transpusa unei matrice coloană este o matrice linie și invers Dacă, așa cum se întîmplă adesea în analiză, este necesar să găsim transpusa produsului de două matrice, este important de știut că (AB)' = B A'; ( ) adică, transpusa unui produs este egală cu produsul transpuselor, dar luate în ordine inversă Acest rezultat poate fi stabilit cu ușurință prin scrierea elementului tipic al transpusei produsului și arătînd că el este același cu elementul tipic al produsului transpuselor luate în sens invers Conjugata Dacă fiecare din elementele unei matrice A este înlocuit cu complex conjugatul său, matricea rezultantă se numește conjugata lui A și se notează cu A Astfel, dacă A — [ау]„,т, atunci A = unde b{j = ац și reprezintă complex conjugatul lui ai} Conjugata transpusă Matricea care este conjugata transpusei lui A sau, ceea ce este echivalent, transpusa conjugatei lui A, se numește ■conjugata transpusă a matricei A și se notează cu A* ; astfel: A* = (Ăz) = (Ă)' ( ) Tipuri de matrice Există două matrice speciale care au proprietățile scalarilor și Matricea = [ ] care are toate elementele zero este numită matrice zero sau nulă Ea este patrată și poate fi de orice ordin Similar, matricea ■unitate U este o matrice patrată de orice ordin care are elementele de pe diagonala principală toate egale cu , toate celelalte elemente fiind zero Astfel ' ' ' ’ ’ sînt matrici unitate de ordinul , și respectiv Se poate verifica ușor NOȚIUNI FUNDAMENTALE că matricea unitate are proprietățile numărului ; dîndu-se o matrice A, LA = AU = A ( ) unde ordinul lui U este astfel ales incit produsele să fie compatibile Dacă o matrice patrată are aceeași structură cu a unei matrice unitate, în care elementele diagonalei principale sînt diferite de zero, ea este numită o matrice diagonală O matrice diagonală are deci forma O ІІП Toate elementele de deasupra și dedesubtul diagonalei principale sînt zero O matrice diagonală este identică cu transpusa sa Dacă numai elementele de sub diagonala principală sau numai cele de deasupra diagonalei principale a unei matrice patrate sînt zero, ca de exemplu : « « « « n « ■ « « « n « « o A O « «Зя sau В = « « « «nn «!• « n « n • • • Л « nn matricea este numită o matrice triunghiulară Pentru precizări suplimentare, putem numi pe A o matrice superior triunghiulară și В o matrice inferior triunghiulară Matrice simetrice și antisimetrice O matrice patrată este simetrică dacă ea este egală cu transpusa sa : A = A' sau atj — aj( pentru orice i și j Dacă o matrice este egală cu negativa transpusei ei, ea se numește antisimetrică: A = — A' sau a(j = — aH Pentru ca elementele diagonalei principale să îndeplinească această condiție este necesar ca acestea să fie zero Rezultă că o matrice antisimetrică are elementele diagonalei egale cu zero ALGEBRA MATRICEALA ELEMENTARA O matrice patrată dată poate totdeauna fi scrisă ca suma unei matrice simetrice și a uneia asimetrice Astfel fie A = [aw] As = Ы unde btj = №ii ț-ai-‘ = bJf Ass = [cy] unde Cy = a‘j №ii = - cjt Atunci A = As + A„, deoarece ai} = btj + cfj ( ) Matrice herniitică și antihermitică O matrice patrată este numită hermitică dacă ea este egală cu transpusa conjugatei sale; astfel A este matrice hermitică dacă A = A* sau aiS = aj( pentru orice i și j Un alt caz special se obține dacă o matrice este egală cu negativa transpusei conjugatei sale, și este numită o matrice antihermitică Astfel A este antihermitică dacă A = — A* sau afj = — % pentru orice i și j Observăm că o matrice hermitică care are numai elemente reale este simetrică, și o matrice antihermitică care are numai elemente reale este antisimetrică Determinanți Oricărei matrice patrate A i se poate asocia un număr numit determinantul lui A Obișnuit determinantul lui A se notează prin simbolul det A sau | А I; vom folosi uneori simbolul A pentru un determinant, atunci cînd nu este necesar să atragem atenția asupra unei matrice particulare pentru care A este determinantul Menționăm că o matrice și determinantul său sînt două lucruri complet diferite Dacă două matrice au determinanți egali, aceasta nu înseamnă că matricele sînt egale; ele pot fi chiar de ordine diferite Determinantul matricei A de ordin n X n este definit ca det A = £ s а Ѵг • • • аВУд ( ) sau de relația echivalentă det A = £ ( ) NOȚIUNI FUNDAMENTALE unde însumarea se face pentru toate n î permutările în v , vn a indicilor , n, și s este egal cu + sau — după cum permutarea vj, v , v„ este pară sau impară Ca o consecință a acestei definiții,, determinantul unei matrice x este egal cu elementul său, și determinantul unei matrice x este : det A = det an & Я Я —“ ^ ^ ” ^ ^ ’ Produsul аца a fost multiplicat cu s = + deoarece v, v — , este o permutare pară a lui , ; produsul a a a fost multiplicat cu г = — deoarece v } v = , este o permutare impară a lui , Evaluarea determinantului pentru un n mare este dificilă dacă aplicăm definiția de mai sus, și nu este necesară totdeauna Timpul necesar pentru evaluarea unui determinant poate fi redus prin aplicarea unor proprietăți ale deter-minanților Vom prezenta în rezumat cîteva proprietăți importante ale determinanților : Determinantul unei matrice și al transpusei acesteia sînt egale; adică, det A = det A' Dacă fiecare element al oricărei linii sau oricărei coloane a unui determinant, este multiplicat printr-un scalar k, determinantul este multiplicat prin k Interschiinbarea a oricăror două linii sau coloane modifică semnul unui determinant Dacă doua linii sau coloane sînt identice, atunci determinantul este zero Dacă fiecare element al unei linii sau al unei coloane este zero, atunci determinantul este zero Determinantul rămîne neschimbat dacă Ia fiecare element al oricărei linii sau coloane este adunat un multiplu scalar al elementului corespunzător al oricărei alte linii sau coloane Dezvoltarea cofaetorilor Fie A o matrice patrată de ordinul n Dacă linia i și coloana j ale matricei A sînt eliminate, determinantul matricei rămase, care are ordinul n — , se numește primul minor (sau mai simplu un minor) al lui A sau al det A și se notează prin Cofactorul corespunzător este definit astfel Ai; = (-l),+'Jfw ( ) Se spune că Ді; este cofactorul elementului atj Dacă i — j, minorul și cofactorul se numesc minor principal și cofactor principal Un minor principal (cofactor) al lui A este acela a căror elemente diagonale sînt' ALGEBRA MATRICEALA ELEMENTARA » deasemenea elemente diagonale pentru A Valoarea unui determinant poate fi obținută prin multiplicarea fiecărui element al unei linii sau coloane prin cofactorul corespunzător, și adunînd rezultatele Astfel: det A = апДп + ai Ai + аіз Ai + • • • + «inA»n ( a) = «ii Au + a i ^ » + азі Аз, + ■ • • + «n» Ani • ( b) Aceste expresii sînt numite dezvoltări în cofactorii unei linii sau unei coloane și sînt obținute prin gruparea termenilor din ( ) sau ( ), astfel încît fiecare grup să corespundă unui element înmulțit cu factorul său Ce se va întîmpla dacă elementele unei linii sau coloane sînt multiplicate cu cofactorul corespunzător al unei alte linii sau coloane ? Considerăm ca o problemă pentru dumneavoastră să arătați că rezultatul va fi zero; astfel, «u Au + а£ Ді + r De fapt există q = n — r variabile, elementele x , care pot fi alese arbitrar Acest număr q este numit grad de degenerare al matricei A Pentru cazul special al ecuațiilor omogene, și anume cazul în care у — , se va observa din ( ) că există o soluție netrivială numai dacă gradul de degenerare este diferit de zero Pentru un caz mai special cînd m = n (adică, cînd A este o matrice pătrată), gradul de degenerare este diferit de zero și există o soluție netrivială numai dacă A este singular Pentru ilustrare, considerăm următorul sistem de ecuații: Observăm că primele patru linii și coloanele , , și ale lui A formează o matrice unitate (care este nesingulară) și astfel rang A > Observăm de asemenea că linia este egală cu negativa sumei primelor linii Astfel că liniile lui A nu sînt liniar-independente și rang A з = ZCg unde Xj și x sînt doi n-vectori Un vector poate fi caracterizat de norme diferite care să satisfacă aceste proprietăți Cea mai familiară normă este norma Euclidiană definită de Aceasta este rădăcina pătrată a sumei pătratelor componentelor vectorului Norma Euclidiană este utilă cînd se face referire la lungimea unui vector; totuși, există alte norme cu care se lucrează mult mai ușor în calculele numerice O astfel de normă este llxlli = £ l® E Ml IMr ( > i=l I = l i=l J Prima și ultima etapă decurg din definiția normei sumei amplitudinilor A doua etapă este un rezultat al inegalității pentru numerele complexe Presupunem că cea mai mare valoare a sumei amplitudinilor lui ai;- se obține pentru coloana Ic; astfel, presupunem £ | ai;- = i = = £ \aik\ Atunci ( ) este satisfăcută ca egalitate cînd = pentru i = j к și xk = Eezultă max m l|A|li= з E Ml- ( > i = Prin urmare, norma sumei amplitudinilor unei matrice A este norma sumei vectorului coloană al lui A care are cea mai mare normă a sumei amplitudinilor NOȚIUNI FUNDAMENTALE în continuare vom folosi norma amplitudinii maxime din ( ) Atunci rt uiax n s aaxJ l J= I J-l HM ( ) Etapele prezentate aici sînt aceleași ca la norma precedentă, cu excepția faptului că se folosește norma amplitudinii maxime Din nou presupunem că suma amplitudinilor lui ai} este maximă pentru linia к; adică, presu-шах n n punem i s l««l = E I | în acest caz ( ) este satisfăcută ca ega-І = = litate cînd = sgn (аад) Funcția sgn у este egală cu + cînd у este pozitiv și — cînd у este negativ) Rezultă max n [|A||«= i £|a | ( ) Norma amplitudinii maxime a unei matrice A este deci norma sumei amplitudinilor a acelui vector linie al lui A care are cea mai mare normă a sumei amplitudinilor în final, pentru norma euclidiană, deși nu demonstrăm aici, se poate arăta x) că ||Ax|] = (x*A*Ax)t« * — X { ) sau E(t) = ( v(x)i(x)dx + E(t ) > Această inegalitate trebuie să fie adevărată pentru orice tensiune și curentul rezultant, pentru orice t Orice rețea care nu satisface această condiție este numită o rețea activă ; adică, v(x)i(x)ăx — ( ) ( ) Reciprocitate Unele rețele au proprietatea ca răspunsul produs într-un punct al rețelei de o excitație dintr-un alt punct, să fie invariant dacă pozițiile excitației și răspunsului sînt interschimbate (excitația și răspunsul fiind interpretate corect) Se presupune că rețeaua din fig a nu are energie înmagazinată inițial; excitația este tensiuneav^t)și răspunsul este curentul i (t) în scurtcircuit în fig Z>, excitația este aplicată la poarta (inițial în scurt circuit), și răspunsul este curentul în scurt circuit la poarta unde inițial se aplicase excitația Referințele celor doi curenți sînt aceleași relativ la acele ale tensiunilor O rețea reciprocă este una în care, pentru orice pereche de puncte de excitație și răspuns, aici notate cu și , іг = i dacă ® = vi- Dacă rețeaua nu satisface această condiție, ea este nereciprocă Pînă la ultimul capitol al acestei cărți sînt tratate rețelele liniare și invariante în timp Rețelele nu sînt limitate la rețele pasive sau reciproce Ultimele tipuri de rețele au proprietăți speciale, și unele metode Q ‘ b Fig Condiția de reciprocitate pe care le vom discuta, sînt limitate la aceste rețele Cînd discutăm metodele a căror aplicabilitate este limitată la rețele pasive sau reciproce, vom specifica acest lucru Cînd această specificație nu este făcută, presupunem că metodele și proprietățile în discuție sînt aplicabile în general, la rețele pasive și active, reciproce și nereciproce Ultimul capitol al cărții este destinat rețelelor liniare variabile în timp și rețelelor neliniare NOȚIUNI FUNDAMENTALE ELEMENTELE DE REȚEA (CIRCUIT) Să facem acum o clasificare a rețelelor în funcție de tipurile de elemente pe care le includ Vom considera că rețelele de care ne ocupăm sînt cu „elemente concentrate” Presupunem că toate efectele electrice sînt sesizate imediat de întreaga rețea Cu această presupunere, neglijăm influența dimensiunilor într-un circuit fizic, și presupunem că efectele electrice sînt concentrate în spațiu și nu distribuite în modelul de rețea, postulăm existența de elemente care sînt definite de relația dintre curenți și tensiuni Există trei elemente de bază : rezistor, bobină și condensator Reprezentările lor grafice și relațiile tensiuni-curenți sînt date in tabelul Rezistorul este caracterizat prin parametrul rezistență R sau parametrul conductanță G, unde G = /R Bobina este caracterizată prin parametrul inductanță Reciproca lui L nu are nume, dar este folosit uneori simbolul Г (un L întors) Condensatorul este caracterizat de parametrul capacitate O Reciproca lui C este cunoscută ca elastanță, și este folosit uneori simbolul D Tabelul Element Parametra Relații tensiune-curent Directe Inverse Simbol Rezistența Rezistența R Conductanța G v — Ri i — ——- p = Ga R Inductanță Inductanță L Inversa inductanței Г r di v - L di f i (!) = —~i v (x) dx L Jo L + + i( ) L v Capacitate Capacitatea C Elastanța D • r d!’ i = C —- dl \ i(x)dx C 'o + - p( ) r p T - în legătură cu aceste elemente se pot face o serie de observații, în primul rînd, relațiile ți—i (v — Ri, v = L âi/ăt, și i = C Hvlăt) satisfac condiția de liniaritate, presupunînd că i și v joacă rolul excitației și răspunsului Astfel rețelele cu elemente R, L și C sînt liniare în al doilea rînd, parametrii L și C sînt constanți, astfel că rețeaua cu R, L și O va fi invariantă în timp în al treilea rînd, presupunînd referințe ELEMENTELE DE REȚEA standard, energia furnizată fiecărui element, considerînd că tensiunile și curenții inițiali sînt zero, va fi EB(t) = \ Ri (x)dx J — oo ( ) EL(t)={ L^a^i(x)dx = { Li' di' = | Li (t) ( ) J-oo d« Jo F (t) = \ C -v(x) dx = l Cv’dv' = % C v (t) ( ) J-о, da? 'o Fiecare din părțile din dreapta sînt ne-negative pentru orice t Deci rețelele R, L, C sînt pasive Rețelele R, L, C sînt reciproce Demonstrația acestei afirmații se va face mai tîrziu Se observă din tabelul că relațiile v — i inverse pentru induc-tanță și capacitate sînt scrise ca integrale definite Adesea această relație inversă’ este scrisă ca o integrală nedefinită (sau primitivă) în loc de o integrală definită O astfel de expresie este incompletă dacă nu se adaugă la ea valorile inițiale i( ) sau r( ) O situație des întîlnită este aceea ca tensiunea ®(t) și curentul i(t) să fie exprimate ca funcții explicite, ca de exemplu s “‘, sin cot etc , caz în care primitiva este unică și anume : — ( /a) e a ■ ■ n ' - Ъ - — H t’ ( c) ELEMENTELE DE REȚEA Transformatorul ideal este caracterizat de un singur parametru n numit raport de transformare Transformatorul ideal este o abstractizare făcută asupra bobinelor cuplate Relațiile v — i sînt relații idealizate care exprimă legea lui Faraday, respectiv legea lui Ampere Sensul in aceste ecuații respectă referințele alese Dacă o referință oarecare este modificată, semnul corespondent se va modifica Transformatorul ideal terminat pe o rezistență R la una din porți, prezintă la cealaltă poartă o rezistență R înmulțită cu raportul de transformare Fig Un transformator ideal Ь la pătrat Astfel în fig />, v = — Ri - Folosind această relație în ( ) se obține : = nv = — nRi = (n R)ii ( ) Se constată că rezistența echivalentă văzută la terminalele de intrare, este n R Se observă că energia totală absorbită de transformatorul ideal este f U(/)=\ [^(irjijțaî)+î? («)i (a?)]da? = ( ) J — со Această relație este ușor verificată dacă folosim relațiile ( ) în ( ) Rezultă că acest element este pasiv; el transmite, fără a înmagazina -sau disipa energie Un model al transformatorului real este arătat în fig Reprezentarea este aproape aceeași, cu excepția faptului că în reprezentarea transformatorului ideal raportul de transformare este arătat direct pe figură NOȚIUNI FUNDAMENTALE Transformatorul este caracterizat de următoarele relații v — i, pentru referințele arătate în fig : r dh i ir di, = A TT + J/ (™a) dl dl ' ' Și „df, , di, v Transformatorul este deci caracterizat prin trei parametri: două inductanțe proprii Д și Z , și inductanța mutuală Jf Fig Un transformator Energia totală furnizată transformatorului de surse exterioare este A E (t) = \ [t\ (x) ij (®) + v (x) i (□?)] d® = * — = ( Ăj ljdii -ț- ( Jfdțiîij) -ț- ( — Jo Jo Jo = (f'i t"î "b f ij i - L ( ) Noțiuni fundamentale, va fi ne-negativă dacă Este ușor de arătat ) că ultima linie din ( ) V , = k si ь = Arii: /■>) de tipul cu inversiunea tensiunii: bț = — kv ș i г г = — kiv NOȚIUNI FUNDAMENTALE asemenea în sensul de referință; rezultă că curentul va fi inversat la trecerea prin NC Pe de altă parte, tensiunea nu se va inversa Acest tip este numit convertor de negativare a curentului, sau NIC Din al doilea set de relații se obține o inversare a tensiunii, dar nu și a curentului Acest tip este numit convertor de negativare a tensiunii, sau NVC Cînd fiecare din aceste elemente este terminat pe o componentă pasivă la o pereche de terminale, este important de știut ce se întîmplă la cealaltă pereche Astfel, fie o inductanță L conectată la ieșire; atunci ț? = — Z di^dt Folosind această relație în relațiile v — i, se obține Ф] = ±Ь = ±k ( - L ^} = ±k(-L)( ± k^\ = - k*L -K ( ) V dt J \ dt ) dt Rezultă că la intrare, inductanța echivalentă este proporțională cu negativa inductanței L Concluzii similare se obțin și in cazul în care elementul conectat la ieșire este o rezistență sau o capacitate Introducerea NC extinde considerabil numărul de blocuri constituante de rețea, deoarece este acum posibil să includem negativele elementelor P, L și C în rețea PROBLEME P Este adevărată relația (A + В) = A + ЛВ + B in algebra matriceală? Dacă nu, dați formula corectă Calculați ЛВ și AC și comparați-le Deduceți prin aceasta, care regulă din algebra obișnuită nu se aplică la matrice? P în ce condiții putem scrie В = C dacă АВ = AC? P-ț Fie ’ - ■ - ' și В = - - Calculați AU Ce teoremă din algebra simplă nu este adevărată pentru matrice? P Fie A și В compatibile și fie submatricele Ay și B# compatibile pentru orice Verificați că submatricea (f, Ă) a produsului AB este -Mj Вд- • P Arătați că Г А (у) rfy = л |{ (x) - C B(y) Jy J dy J dy P , Demonstrați egalitatea (ĂB) = AB și (AB)* = B* A* PROBLEME P Verificați că orice matrice pătrata A poate fi exprimată ca suma unei matrice hermitică Ah și a unei matrice antihermitice AgH- Găsiți Ah și AsH- P Demonstrați că dacă A este antihermitică, Re (ai ) = pentru orice i n P Demonstrați că «u-Д» = dacă k=l P Definiți matricea В ca inversa lui A astfel ca BA = AB — U Arătați că dacă inversa există, ea este unică (Presupuneți două inverse și arătați că ele sînt egale) P Verificați care din următoarele matrice sînt nesingulare Găsiți inversele matricelor nesingulare A = [ ] - ■ ■ В = , D = = E = - — - - - P Demonstrați că inversa unei matrice simetrice este simetrică P Demonstrați că (A- )' = (A')~ P Demonstrați că dacă Z este simetrică, și (BZB') este simetrică P Demonstrați că adj (AB) = (adj B) (adj A) cînd A și В sînt matrice pătrate nesingulare P Demonstrați că dx dx P Demonstrați că Âab^b + a® dx dx dx P Demonstrați că A - = tr /(adj A) —| = tr J— (adj A)l, dx I dx J ț dx J P Arătați că da,j «jj—i aln d A = у ; f • dx da»> ani • • • anj — l , anj+l’ • • °nn ax P Dacă A și В nu sînt matrice pătrate, este adevărat că AB nu poate fi niciodată egal cu BA? Explicați i> NOȚIUNI FUNDAMENTALE P A este de ordinul n și rangul zi — Demonstrați că adj A este de rang P Fie D o matrice diagonală cu elementele diagonalei d«, și fie A = [%■] o matrice pătrată de același ordin Arătați că: a) Cînd I» premultiplică pe A, elementele liniei i a lui A sînt multiplicate de + u- - x = (h) r " $ “ - л’ = x x + x = — r j + “ х = + r — r s = X| - x - л ~ ' ( - x = - X, - Зл* /Л’ + г = F Evaluați det A prin aplicarea definiției unui determinant cînd (lll ^ A = ^ ^ ^ - tf Й (/ * p Arătați că numărul maxim de zi-vectori liniar independenți din setul tuturor n-vectorilor x care satisfac = A» este egal cu gradul de degenerare al lui A PROBLEME I’ Dacă (b) A = - - - P cînd A = L -J Evaluați normele matricelor ІІАЦ,, ||A|| , ' ' ’ - — ‘ ’ - (b) A = - (с) A = - - — P - Este arătată are perechea excitație și răspuns prezentate în P , , a doua excitație Dacă rețeaua este liniară și invariabilă în timp, trasați răspunsul pentru O rețea și o această excitație Fig P NOȚIUNI FUNDAMENTALE P il Presupunem curentul la ieșirea unei rețele liniare, invariabile tu timp și reciproce, ca urmare a unei excitații Ia intrare, așa cum este arătat in fig, P -lla Găsiți curentul rt cinci rețeaua este excitată așa cum este arătat in Fig l P b a b Fig l P P Arătați că sursa de tensiune comandată arătată in fig P nu este un clement pasiv Comentați sursele dependente și independente în contextul rețelelor pasive și active P Arătați că un convertor de negativare nu este pasiv P Stabiliți ecuațiile la terminale pentru rețelele arătate în fig P -o- -I -o o o Fig P P Reprezentați numai cu surse comandate: a) un transformator ideal; b) un girator; c) un convertor de negativare P Găsiți relațiile v — i la terminalele de intrare ale unui girator, ciad la ieșire se conectează o inductanță L Ca o aplicație particulară se cere obținerea unei capacități de pF Teoria grafurilor și ecuațiile rețelelor (circuitelor) NOȚIUNI INTRODUCTIVE Atunci cînd sînt interconectate două sau mai multe din componentele definite în capitolul precedent se obține o rețea electrică (O definiție mai abstractă se dă in § ) Astfel de rețele acumulează energie, disipă energie și transmit semnale de la un punct la altul O parte componentă a unei rețele care se găsește între două terminale la care se pot face alte conexiuni se numește latură Atunci cînd două sau mai multe laturi sînt conectate împreună apare un nod sau o joncțiune O cale simplă închisă intr-o rețea se numește buclă în primul paragraf al acestui capitol se vor prezenta pe scurt o serie de idei cu care cititorul este desigur familiarizat într-o măsură mai mare sau mai mică Multe din acestea vor fi amplificate succesiv, dar se va face mai întîî o introducere simplă care va servi la concentrarea prezentării asupra unor concepte înaintea tratării lor într-o formă completă ! Teoremele lui Kirchhoff La baza teoriei rețelelor stau cele două teoreme ale lui Kirchhoff care pot fi formulate după cum urmează Teorema lui Kirchhoff referitoare la curenți (TKC) stabilește că în orice rețea electrică suma curenților care ies din orice nod este zero în orice moment de timp Cînd se aplică această teoremă unui nod al unei rețele se obține o ecuație referitoare la curenții laturilor respective O atenție TEORIA GRAVURILOR ȘI ECUAȚIILE REȚELELOR specială trebuie acordata desigur sensului curenților Astfel, în fig , TKC aplicată nodului A conduce la următoarea ecuație : — î'l + « — ?'з "Ь * = i*' ( ) Dacă sensul curentului se alege spre nod, curentul care „iese” din nod prin latura este — іх; similar, curentul care iese prin latura este — i Teorema lui Kirchhoff referitoare la tensiuni (TKT) stabilește că in orice rețea electrică, suma tensiunilor pe toate laturile care formează o buclă este zero în orice moment de timp Aplicarea acestei teoreme unei bucle dintr-o rețea electrică conduce la o ecuație referitoare la tensiunile de-alungul buclei în formularea TKC s-au ales în mod arbitrar curenții care „ies din nod” pentru a fi însumați S-ar fi putut alege tot așa de bine și curenții care „intră în nod” Tot așa, aplicînd TKT se poate alege suma tensiunilor într-unul din cele două sensuri posibile de parcurgere a buclei Astfel, mergînd în sensul acelor de ceasornic pe bucla formată din laturile , , și din fig se obține ecuația : + ® + Г — Гв = dx - С Г L o — \ v dx + Io + C r — G v — b Jo ( ) + C -^ - G r = dt adică un sistem de trei ecuații cu șase necunoscute reprezentând tensiunile pe laturi Cînd s-au scris ecuațiile pe baza TKC nodul В a fost omis Presupunem că nodul В se alege ca nod de referință în raport cu care se măsoară tensiunile tuturor celorlalte noduri Aceste tensiuni se vor TEORIA GRAFURILOR SI ECUAȚIILE REȚELELOR numi tensiunile nodurilor în fig tensiunile nodurilor sînt vAB, vCB și vDB Toate tensiunile pe laturi pot fi exprimate prin tensiunile nodurilor aplicînd TKT Rezultă t’l — VDB — V B " — VCB VCB V — VDB (”) ,? — Г — VCB — VDB ■ Cînd aceste expresii se introduc în relațiile ( ) se obține c (Gj + G )® b + у \ ѵлв dx - ~ \ vCB dx - = G^ - Io H Cl — \ vJB da? * (® ~ Gt)vCB “b ~~ vCB dx Gbvdb = l№ ( ) i Jo Jo — G^r AB — GevCB " ( "T?"" " (f?i - Ge)vDB = GLvs dt Aceste ecuații se numesc ecuațiile pe noduri Ca și ecuațiile pe bucle, ele sînt niște relații integrodiferențiale Odată soluționate aceste ecuații pentru tensiunile nodurilor vAB, vCB și vDB toate tensiunile pe laturi sint cunoscute fiind calculate din relațiile ( ) Recapitulînd, primul pas în scrierea ecuațiilor pe noduri îl reprezintă scrierea ecuațiilor ce rezultă din TKC pentru toate nodurile rețelei mai puțin unul Acest nod particular este ales drept nod de referință și tensiunile nodurilor sînt definite ca tensiunile acestor noduri în raport cu nodul de referință Relațiile dintre tensiuni și curenți se introduc în ecuațiile scrise pe baza TKC obținîndu-se un sistem de ecuații pentru tensiunile pe laturi Tensiunile pe laturi se exprimă apoi în funcție de tensiunile nodurilor Așa dar, ordinea în care se scriu TKC, TKT și relațiile tensiune—curent în cazul ecuațiilor pe noduri este inversă față de cazul ecuațiilor pe bucle Ecuațiile de stare — sistem mixt de ecuații Prezența integralelor unor mărimi necunoscute în ecuațiile pe bucle sau pe noduri conduce la dificultăți în soluționarea lor Astfel de integrale pot fi desigur eliminate prin derivarea ecuațiilor respective, dar acest procedeu face să crească ordinul ecuațiilor De aceea este mai bine să se evite prezența integralei NOȚIUNI INTRODUCTIVE în cazul de față se observă că apare o integrală în ecuațiile pe bucle atunci cînd tensiunea la bornele unui condensator este eliminată din ecuația scrisă pe baza TKT prin substituția relației tensiune—curent Aceste integrale nu vor apare dacă se păstrează ca variabile în sistemul de ecuații tensiunile pe condensatoare și curenții prin bobine Avînd în vedere acest obiectiv, revenim la ecuațiile ( ), eliminind tensiunile tuturor laturilor, cu excepția tensiunii pe condensator r , folosind relațiile tensiune—curent Deoarece relația tensiune—curent pentru condensator n-a fost folosită, ea trebuie adăugată sistemului format din celelalte ecuații Se obține lfi?i — - R i — vs = + «s»'s - Rtit = at R h + rs + R i = ( ) adică un sistem de patru ecuații cu șase necunoscute Ca și mai înainte se pot folosi ecuațiile obținute pe baza TKC pentru a elimina unii curenți Prin substituție din ( ) în ( ) se obține : Zjb = ( + Ri)iz + ?^ + T? i dt = v + R i — ( ?! + R )it + v, = r — T? ?‘ ~ (T? + ? )i Acesta este un sistem de patru ecuații cu patru necunoscute și poate fi soluționat ușor Dar rămîne senzația că s-a introdus o complicație prin mărirea numărului de ecuații ce trebuie soluționate simultan Totuși se observă că ultimele două ecuații din acest sistem sînt ecuații algebrice; ele nu conțin nici derivate și nici integrale Prima dintre ele se poate soluționa în raport cu a doua în raport cu i iar expresiile respective TEORIA GRAFURILOR ȘI ECUAȚIILE REȚELELOR se introduc în celelalte două ecuații Rezultatul acestor operații este: ^ “ = “ (K + Rf)^ + (* + Дз + V„) al Л (Д * — r ) C ăv& = - dt Д, + Д care se pot scrie di' dt ~ dv = dt sau, sub formă matriceală d Гі ‘ di ІА unde u = —— f R R^ L \ (»e - R i - v„) —(R^-v^) ai + bv + cv„ di + ev - fv H RS R? "b Ra R& + R J Г R^ + RtRa \ •^ \ dfj + R R + Re J f д Rj \ Rî t Ri “ Д R ~ Ra ) Дг(Ді + Д ) / Д Дз \ С \ Д + Де Ді + R ) * Д NOȚIUNI INTRODUCTIVE Ecuația matriceală ( ) reprezintă două ecuații diferențiale de ordinul întîi cu două necunoscute Ea se numește ecuație de stare din motive care vor fi discutate în alt capitol Variabilele i și vs se numesc variabile de stare Examinînd retrospectiv procedeul utilizat pentru a scrie ecuațiile de stare, se observă că la baza lui stau aceleași operații ca și în cazul scrierii ecuațiilor pe bucle sau a ecuațiilor pe noduri Sistemul de ecuații obținut este un sistem care conține drept variabile atît tensiuni cit și curenți, adică este un sistem mixt Integralele au fost evitate alegindu-se tensiunile la bornele condensatoarelor și curenții prin bobine drept variabile Punctul de plecare îl constituie scrierea ecuațiilor pe baza TKT in care s-au introdus toate relațiile tensiune—curent pentru laturi, cu excepția laturilor ce conțin condensatoare Apoi se utilizează TKC pentru a elimina curenții unor laturi în ecuațiile ce rezultă apar de asemenea drept variabile și curenții prin unele rezistențe Aceștia pot fi insă eliminați de oarece un număr suficient de ecuații sînt de natură algebrică și nu diferențială Soluțiile ecuațiilor în cazul rețelelor liniare, invariante în timp și cu parametri concentrați, ecuațiile pe bucle, ecuațiile pe noduri și ecuațiile de stare sînt de obicei ecuații diferențiale liniare cu coeficienți constanți (Pot să apară inițial și integrale care se elimină prin derivare ) Apare deci problema soluționării acestor ecuații Există diverse metode pentru rezolvarea acestei probleme Metoda de soluționare în domeniul timp a ecuațiilor de stare este prezentată într-un capitol următor iar metoda transformatei Laplace în Anexa în metoda transformatei Laplace se aplică transformata Laplace sistemului de ecuații diferențiale obținîndu-se un sistem de ecuații algebrice în variabila complexă s Se soluționează acest sistem de ecuații algebrice în raport cu imaginile operaționale ale variabilelor care pot fi: curenții buclelor, tensiunile nodurilor sau variabilele de stare Apoi se aplică transformarea inversă Se obțin astfel soluțiile ca funcții de timp, începînd de la momentul inițial t = în structura soluției intervin contribuțiile a două categorii de mărimi: sursele de semnale de excitație și condițiile inițiale Condițiile inițiale reprezintă valorile tensiunilor la bornele condensatoarelor și a eurenților prin bobine imediat după t Principiile continuității sarcinii electrice și a fluxului magnetic impun constrîngeri pentru variația în timp a tensiunilor pe condensatoare și a eurenților prin bobine — constrîngeri ce servesc la determinarea valorilor acestora imediat ulterioare lui TEORIA GRAFURILOR ȘI ECUAȚIILE REȚELELOR din valorile lor imediat anterioare lui t x) Rețeaua se numește inițial relaxată dacă tensiunile la bornele condensatoarelor și curenții prin bobine sînt inițial zero Pentru concretizare se va continua prezentarea cu soluționarea ecuațiilor de stare ( ) corespunzătoare rețelei din fig ca exemplu Aplicînd transformata Laplaee acestor ecuații, se obține : (s — a)I («) - &b(«) = («) + Л - dl (s) + (s - e) («) =fV„(s) + Vo, ( ) unde l și Fo sînt valorile inițiale Aceste ecuații pot fi soluționate în raport cu I (s) sau lTs(s) Pentru I (s) se găsește: Ш «♦-«> + » - Î&+ ( ) unde Д = s — (a - e)s - ae — bd este determinantul sistemului de ecuații Contribuțiile sursei de semnal și ale condițiilor inițiale sînt puse clar în evidență Din nou pentru a concretiza, presupunem că L, ( = sin, t sau Г (s) = -r—— - A = ( - )( + ) ( ) iar condițiile inițiale sînt astfel incit ,( ) = -ir + ( ) (s - )(s - )( + ) U + - / io\s -l/ Se obține : і т = а-чі,т = ț?-,in (i +j) +£со b Pentru o analiză detaliată a condițiilor inițiale, se poate consulta lucrarea : S Seshu ți N Balabanian, Linear Nettvork Analysis, John-Wilev & Sons, Inc , New Vork, , p - NOȚIUNI INTRODUCTIVE Dezvoltarea lui I (s) în elemente simple pune în evidență polii Dintre acești poli unii — termenul al doilea din ( ) — reprezintă contribuția (sursei) semnalului de excitație în timp ce ceilalți reprezintă contribuția rețelei în transformata inversă găsim termeni ce seamănă cu semnalul aplicat și alți termeni exponențiali Există o abundentă terminologie referitoare la acești termeni, acumulată din studiul ecuațiilor diferențiale în matematică, din studiul vibrațiilor în mecanică sau a circuitelor de curent alternativ în electrotehnică Denumirile corespunzătoare sînt : Soluția particulară și soluția ecuației omogene; Răspuns forțat și răspuns liber; Regim permanent și regim tranzitoriu Probabil că cititorul este mai familiarizat cu denumirile de „regim permanent” și „regim tranzitoriu” Cînd semnalul aplicat este sinusoidal, așa cum este cazul în exemplul considerat, și răspunsul va conține un termen sinusoidal care se menține permanent în exemplul nostru ceilalți termeni dispar odată cu timpul; ei reprezintă regimul tranzitoriu Cu timpul termenul sinusoidal va deveni dominant Acest fapt este legat de conceptul de regim permanent Dacă semnalul aplicat nu este periodic, conceptul de regim permanent își pierde semnificația Totuși, polii transformatei funcției de excitație intervin și ei în dezvoltarea în elemente simple a răspunsului și astfel răspunsul va conține termeni ce provin din acești poli Acești termeni constituie răspunsul forțat Ca formă ei seamănă cu funcția de excitație Ceilalți termeni reprezintă răspunsul natural sau liber Ei sînt prezenți în structura soluției (cu diverși coeficienți) indiferent de forma funcției de excitație și chiar dacă nu există funcția de excitație dar există condiții inițiale nenule sub forma unor tensiuni la bornele condensatoarelor sau a unor curenți prin bobine Acest fapt explică denumirea de răspuns „natural” sau „liber” Exponenții corespunzători termenilor din răspunsul natural se numesc frecvențe naturale în exemplul anterior exponenții din răspunsul natural, adică frecvențele naturale, sînt numere reale negative Dacă ei ar fi numere pozitive sau numere complexe cu partea reală pozitivă, atunci răspunsul natural ar crește nemărginit odată cu timpul în loc să tindă la zero O rețea cu o asemenea comportare se numește instabilă Vom defini o rețea stabilă ca o rețea avînd frecvențele naturale în semiplanul închis din stînga al planului variabilei complexe s; adică în semiplanul din stînga sau pe axa imaginară J) Actualmente se exclud din clasa rețelelor stabile rețelele cu frecvențe naturale pe axa imaginară Să definim acum clar diversele clase de răspunsuri Răspunsul complet al rețelei constă din două părți : răspunsul forțat și răspunsul natural sau liber Răspunsul forțat constă din toți termenii la care contribuie, x) Definiția este aplicabilă sistemelor liniare, staționare și eu constante concentrate-O definiție mai generală și mai precisă a stabilității va fi dată în capitolele următoare - c TEORIA GRAFURILOR ȘI ECUAȚIILE REȚELELOR polii funcției de excitație, în timp ce răspunsul liber constă din toți termenii la care contribuie frecvențele naturale (zerourile lui A(s)) Bacă funcția de excitație este periodică, răspunsul forțat se mai numește și regim permanent Dacă nu există frecvențe naturale pe axa imaginară răspunsul liber se mai numește și regim tranzitoriu GRAFIRI LINIARE Așa cum s-a arătat succint în paragraful anterior, la baza teoriei rețelelor se află cele două teoreme ale lui Kirchhoff și relațiile tensiune — curent corespunzătoare elementelor din care este formată rețeaua Cele două teoreme ale lui Kirchhoff exprimă constiungerile la care sint supuși curenții și tensiunile corespunzătoare elementelor rețelei prin însăși aranjarea lor într-o structură Topologia rețelei este o denumire generică care se referă la toate proprietățile ce decurg din structura sau geometria rețelei Proprietățile topologice ale unei rețele sînt independente de tipul componentelor ce constituie laturile De aceea este convenabil să se înlocuiască fiecare element al rețelei printr-o simplă linie fără să ne referim în mod special la un anume element Structura care rezultă constă din noduri interconectate prin segmente de linie Sîntem conduși astfel la o ramură a matematicii, numită teoria grafurilor liniare, care se ocupă tocmai cu studiul unor asemenea structuri Vom începe un detaliat studiu al analizei rețelelor concentrîndu-ne atenția mai întâi asupra grafurilor liniare și a proprietăților lor care prezintă importanță pentru acest studiu Prezentarea grafurilor liniare nu va fi exhaustivă și va fi necesar să examinăm succint definițiile unor termeni fără să motivăm necesitatea introducerii lor Definiții introductive Un graf liniar este definit ca o mulțime de puncte, numite noduri, și de segmente numite laturi, nodurile fiind unite prin laturi Uneori este convenabil să considerăm nodurile de la capetele unei laturi ea făcând parte din latura respectivă Alteori este mai convenabil să considerăm nodurile de sine stătătoare și detașate de laturi O corespondență între o rețea și un graf liniar se poate face imediat Astfel graful corespunzător rețelei din fig a este dat în fig ft Nodurile și laturile sînt numerotate în cele ce urmează vom utiliza acest graf pentru a face unele observații ce se pretează la generalizări De asemenea, proprietățile ce vor fi definite vor fi ilustrate pe acest graf ca un exemplu GRAFURI LINIARE Laturile care intră sau ies dintr-un nod se numesc incidente la nodul respectiv Astfel, laturile , și sînt incidente la nodul Fiecare latură a grafului dat ca exemplu poartă cîte o săgeată care indică orientarea laturii respective Un graf avînd laturile orientate se numește graf orientat Elementele rețelei căreia i se asociază graful sînt caracterizate prin cîte o tensiune și un curent, fiecare din ele cu o anu- Fig Belea electrică (a) și graful corespunzător (b) mită orientare Pentiu a pune în corespondență orientarea acestora cu orientarea laturilor grafului vom face convenția ca tensiunea și curentul fiecărui element să aibă o orientare standard, „plusul” tensiunii fiind plasat la coada săgeții care indică sensul de referință al curentului Orientarea laturii grafului va coincide cu sensul curentului Desigur, proprietățile grafului nu au nimic comun cu convențiile referitoare la rețea Un subgraf este o submulțime de laturi și noduri ale grafului Sub-graful se numește propriu {propriu-zis) dacă nu conține toate laturile și toate nodurile grafului O cale este un subgraf particular care constă dintr-o secvență ordonată de laturi cu următoarele proprietăți: Cu excepția a două, toate celelalte noduri numite noduri interne au cîte două laturi incidente Celelalte două noduri numite noduri terminale au incidență cîte o singură latură a subgrafului Nici un subgraf propriu al acestui subgraf cu aceleași noduri terminale nu are proprietățile și în exemplul dat anterior, laturile , și împreună cu toate nodurile constituie o cale Nodurile terminale sînt și iar nodurile interne sînt și Din cele trei laturi incidente la nodul numai două, adică și , fac parte din subgraf Un graf este conex dacă există cel puțin o cale între orice pereche de noduri Graful dat ca exemplu este conex Graful asociat unei rețele ce conține un transformator poate să nu fie conex TEORIA GRAFURILOR ȘI ECUAȚIILE REȚELELOR O buclă este un subgraf conex particular al grafului în care la fiecare nod sînt incidente cîte două laturi ale subgrafuhii Astfel, dacă cele două noduri terminale ale unei căi sînt făcute să coincidă, se obține o buclă (care poate fi numită o cale închisă) în graful dat ca exemplu, laturile , și împreună cu nodurile , și constituie o buclă Pentru a determina o buclă pot fi specificate fie laturile fie nodurile care intervin Astfel, în exemplul anterior, pentru a determina bucla respectivă este suficient să se specifice fie mulțimea laturilor { , , '} fie mulțimea nodmilor { , , } Fig Doi arbori din structura unui graf Un arbore este un subgraf conex al unui gtaf conex care conține toate nodurile grafului dar nu conține bucle Pentru a determina un arbore este suficient să se specifice laturile sale în graful dat ca exemplu, laturile , și formează un arbore Conceptul de arbore este un concept cheie al teoriei grafelor Laturile care intervin in structura unui arbore se numesc ramuri; laturile care nu intervin în structura arborelui se numesc joncțiuni Acestea din urmă, luate împreună formează complementul arborelui sau coarborele Această partiție a laturilor unui graf nu este unică în fig se dau doi arbori pentru graful din fig în primul caz laturile , și sint ramuri iar , și joncțiuni în cel de-al doilea latura este tot o ramură iar laturile și care erau mai înainte joncțiuni au devenit acum ramuri Dacă o latură particulară a unui graf este ramură sau joncțiune nu se poate preciza în mod unic de la bun început; această precizare devine posibilă numai după ce s-a specificat un anumit arbore Fiecare arbore din fig are o anumită structură în arborele din fig a toate ramurile sînt incidente la un nod comun Un astfel de arbore se numește arbore în formă de stea sau pe scurt arbore stelat în arborele din fig nodurile pot fi ordonate astfel incit arborele să prezinte o singură cale începînd de la primul nod și terminînd cu ultimul Un astfel de arbore se numește arbore liniar într-un arbore liniar există numai două noduri terminale în timp ce într-un arbore stelat, cu excepția unui nod, toate celelalte noduri sînt noduri terminale GRAFURI LINIARE Numărul laturilor dintr-un arbore al unui graf este cu o unitate mai mic decît numărul nodurilor din graful respectiv Acest rezultat se poate demonstra prin inducție Astfel, pentru un graf cu două noduri numărul ramurilor este Presupunem că afirmația anterioară este adevărată pentru un graf cu к noduri; aceasta înseamnă că numărul ramurilor este к — Considerăm acum un graf conex cu к + noduri și ne fixăm atenția asupra unui arbore al său Există cel puțin un nod al acestui arbore la care apare, o ramură incidență (în caz contrar două sau mai multe ramuri ar fi incidente la fiecare nod ceea ce este imposibil deoarece această situație ar implica prezența unei bucle în structura arborelui) Eliminăm nodul cu o singură ramură incidență și obținem un arbore cu к noduri Prin ipoteză acest arbore are к — ramuri Introducând nodul eliminat împreună cu ramura corespunzătoare se obține rezultatul dorit Se face convenția ca în cele ce vor urma numărul nodurilor dintr-un graf să se noteze prin n + și deci numărul ramurilor unui arbore va fi n Dacă graful nu este conex, conceptul corespunzător unui arbore pentru un graf conex este numit pădure și se definește ca o mulțime de arbori, cîte unul pentru fiecare parte separată a grafului Dacă p + reprezintă numărul părților separate ale unui graf care nu este conex iar n + este numărul nodurilor, atunci pădurea va conține n — p ramuri Aceasta se poate arăta așa cum s-a făcut anterior pentru un graf conex Complementul unei păduri este o copădure Matricea de incidență Atunci cînd se dă un graf, de exemplu cel din fig se poate spune precis care sînt laturile incidente la fiecare nod precum și care sînt orientările lor față de noduri Invers, graful este complet determinat dacă se cunosc aceste informații (și anume ce laturi sînt incidente la fiecare din noduri și cum sînt orientate) Forma cea mai convenabilă de prezentare a acestor informații este cea matriceală Pentru un graf cu n + noduri și l laturi, matricea completă de incidență (sau mai complet, matricea completă de incidență noduri-laturi) A„ = [ao] este o matrice dreptunghiulară de dimensiuni (n + ) X l avînd valorile elementelor : ai} = dacă latura j este incidență la nodul i și iese din nod; ai} = — dacă latura j este incidență la nodul i și intră în nod; = dacă latura j nu este incidență la nodul i Indicele a la A„ se pune pentru a semnifica toate nodurile TEORIA GRAFURILOR ȘI ECUAȚIILE REȚELELOR De exemplu, pentru graful din fig , matricea completă de incidență este noduri laturi - •— ‘ — — Ao = — - — ( ) în acest exemplu se observă că în fiecare coloană apar o singură dată atît - cît și — Aceasta este o proprietate generală pentru orice graf liniar deoarece fiecare latură este incidență la numai două noduri și orientată de la unul la altul Dacă se adună toate celelalte linii la ultima linie se obține o linie avînd numai zerouri, ceea ce arată că liniile nu sînt toate independente Cel puțin una din ele poate fi eliminată, ea fiind suma cu semn schimbat a celorlalte Așa dar rangul matricei Ao nu poate fi mai mare decît (» + ) - = n Matricea obținută din Aa prin eliminarea unei linii se numește matricea de incidență și se notează prin A (Pentru accentuare ea se numește uneori matricea redusă de incidență) Ea este de dimensiuni n x l Vom calcula acum rangul matricei A și vom arăta cum sc obțin submatricele sale nesingulare Pentru un graf dat se selectează un arbore în matricea de incidență se aranjează coloanele astfel încît primele n coloane să corespundă ramurilor arborelui ales iar ultimele l — n coloane să corespundă joncțiunilor Pentru graful dat ca exemplu, fie A matricea obținută din ( ) prin eliminarea ultimei linii Se selectează arborele din fig a Atunci matricea A devine ramuri joncțiuni Г - A = - - — ( ) în general se poate face o partiție a matricei A sub forma A = [A, A,] ( ) GRAFURI LINIARE unde A( este o matrice pătrată de ordinul n ale cărei coloane corespund ramurilor iar A, este o matrice de dimensiuni n X (l — n) ale cărei coloane corespund joncțiunilor în exemplul dat - ’ — • Determinantul acestei matrice este egal cu — , astfel incit matricea este nesingulară Deci, pentru acest exemplu, matricea A este de rang n Vom arăta acum că acest rezultat este valabil în general Mai exact, dacă un graf are n + noduri, rangul matricei de incidență este n Acest rezultat se va stabili arătînd că o submatrice de ordinul n a matricei A ale cărei coloane corespund ramurilor unui arbore este nesingulară Demonstrație Fie un graf conex și matricea sa completă de incidență Aa Prin eliminarea unei linii se obține matricea A, care se scrie sub forma [A( A,], unde A( este o matrice pătrată de ordinul n, ale cărei coloane corespund ramurilor Deoarece arborele este conex, există cel puțin o ramură incidență la nodul corespunzător liniei eliminate Coloana din A( corespunzătoare acestei ramuri conține un singur element diferit de zero (egal cu ± ) Deci det A( este egal cu plus sau minus cofactorul acestui element Matricea asociată acestui cofactor corespunde unui graf conex cu n — laturi; această matrice nu conține nici una din liniile pe care coloana eliminată avea elemente nenule Deoarece acest subgraf este conex, el trebuie să conțină cel puțin o ramură incidență la unul din cele două noduri eliminate Coloana din matrice corespunzătoare acestei ramuri conține numai un element diferit de zero Deci determinantul său este egal cu plus sau minus cofactorul corespunzător, avînd o matrice asociată de ordinul n — Se continuă acest raționament pînă ce se ajunge la un cofactor de ordinul Acesta corespunde ultimului nod și, deoarece graful este conex, cofactorul este nenul în concluzie s-a stabilit nu numai că det A( este diferit de zero — deci matricea A( este nesingulară — dar s-a găsit și valoarea sa care este ± Deoarece o submatrice de ordinul n a matricei Ao este nesingulară rezultă că Aa este de rang n Acest rezultat este foarte util Reciproca este deasemenea adevărată Astfel, dîndu-se o submatrice nesingulară n x na matricei de incidență A, coloanele sale corespund ramurilor unui anumit arbore Demonstrația se lasă pe seama cititorului Din cele de mai sus rezultă că determinantul oricărei submatrice nesingulare de ordinul n a matricei de incidență este egal cu + sau — Pe baza rezultatelor precedente, se poate găsi acum numărul arborilor dintr-un graf Fiindcă orice submatrice nesingulară de ordinul n TEORIA GRAFURILOR ȘI ECUAȚIILE REȚELELOR a matricei A corespunde unui arbore, tot ce trebuie să facem este să numărăm cîte astfel de submatrice nesingulare există Aceasta implică evaluarea determinanților tuturor submatricelor n X n ale matricei A, ceea ce este foarte obositor Problema poate fi simplificată utilizînd teorema Binet-Cauchy care a fost prezentată în Cap în conformitate cu această teoremă det (AA') = У (produsele corespunzătoare determinanților principali din A și A') ( ) = S determinanții principali nenuli din A) = numărul arborilor A doua egalitate rezultă din faptul că o submatrice nesingulară a matricei A' are același determinant ca și submatricea corespunzătoare din A Deoarece fiecare determinant principal nenul are valoarea ± , și sînt atîția determinanți principali nenuli cîți arbori sînt, rezultă a treia egalitate Astfel, pentru a găsi numărul arborilor unui graf este necesar numai să se evalueze det (AA') Pentru exemplul din fig , matricea de incidență este dată de relația ( ) Deci numărul arborilor va fi - det (AA') = det - - — — - o o o o - - ] Г- - з] + [- G o o Dîndu-se un graf se poate scrie ușor matricea de incidență Problema poate fi formulată adesea și invers : dîndu-se o matrice de incidență (sau matricea completă de incidență) să se traseze graful în sens abstract matricea de incidență definește graful Ea este o reprezentare a grafului, GRAFURI LINIARE în timp ce desenînd liniile ce unesc nodurile se obține o altă reprezentare Se dorește să se obțină cea de a doua reprezentare din prima Procedeul este foarte simplu Dindu-se matricea A, se plasează pe hîrtie un număr de noduri egal cu numărul de linii din matricea A și un nod suplimentar Se iau apoi coloanele pe rînd în fiecare coloană apar cel mult două elemente nenule ; se trasează o latură între cele două noduri care corespund elementelor nenule din coloana respectivă Dacă pe o coloană apare un singur element nenul, latura se trasează între nodul corespunzător Fig Graiuri izomorfe liniei respective și nodul suplimentar Orientările laturilor sînt determinate de semnele elementelor respective Pentru ; ilustra cele de mai sus, fie m atricea (i —Г — A = - (l — Două persoane diferite care și-ar propune să traseze graful corespunzător ar putea ajunge la grafuri care arată în mod diferit, așa cum se vede în fig în aparență se pune problema : care este dispunerea inițială corectă a nodurilor ? în fond insă, ambele grafuri au ca matrice de incidență matricea dată Vom spune că două grafuri sînt izomorfe dacă ele au aceeași matrice de incidență Aceasta înseamnă că ele au același număr de noduri și de laturi și că există o corespondență biunivocă atît între nodurile cit și intre laturile lor Aceste corespondențe conduc la aceeași matrice de incidență TEORIA GRAFUR LOR ȘI ECUAȚIILE REȚELELOR Matricea buclelor Matricea de incidență furnizează informații asupra incidenței laturilor la noduri dar nu arată cum laturile formează bucle Această informație se poate da convenabil tot sub formă matriceală în acest scop vom înzestra mai întîi fiecare buclă a grafului cu o orientare care este data prin ordonarea ciclică a nodurilor Această ordine se indică ușor printr-o săgeată curbată, ca în fig unde se arată ordinea pentru două bucle Fig Orientarea buclelor Pentru a evita încărcarea desenului, uneori se dau pur și simplu listele ordonate ale nodurilor ce intervin în buclele respective Pentru cele două bucle din fig aceste liste vor fi { , , } și { , , , ] Pentru un graf cu n + noduri și l laturi, matricea completă a buclelor (denumită uneori și matricea completă a ciclurilor) B„ = este o matrice dreptunghiulară eu l coloane și atîtea linii cîte bucle sînt : elementele ei au următoarele valori: btj = dacă latura j face parte din bucla i și orientările lor coincid; bi} = — dacă latura j face parte din bucla i și orientările lor nu coincid; btj = dacă latura j nu face parte din bucla i Indicele a la Bfl se pune din nou pentru a semnifica toate buclele Spre deosebire de cazul matricei complete de incidență (unde numărul liniilor era egal cu numărul nodurilor grafului), numărul de linii din matricea B„ nu se exprimă simplu în funcție de n și l De exemplu, în fig apar șapte bucle specificate prin nodurile: bucla : { , , } bucla : {I, , } bucla : { , , } bucla : {I, , , } bucla : { , , } bucla : { , , , } bucla : { , , , } GRAFURI LINIARE Matricea buclelor va fi deci bucle laturi -> — ' — - ж ( ) = — — — Mulțimea tuturor buclelor dintr-un graf este destul de cuprinzătoare, așa cum s-a văzut din acest exemplu Există o submulțime a mulțimii tuturor buclelor care are proprietăți interesante și care va fi examinată în cele ce urmează Dîndu-se un graf se selectează mai întîi un arbore și se elimină toate joncțiunile Se reintroduce apoi pe rînd fiecare joncțiune una cîte una Prin reintroducerea fiecărei joncțiuni se va forma cîte o buclă (Dacă nu ar fi așa latura respectivă nu ar fi o joncțiune ci o ramură) Această buclă se caracterizează prin faptul că toate laturile sale mai puțin una sînt ramuri ale arborelui selectat Buclele formate pe această cale se vor numi bucle fundamentale, sau /-bucle pe scurt Orientarea unei bucle fundamentale se alege astfel încît să coincidă cu orientarea joncțiunii care o definește Numărul buclelor fundamentale este egal cu numărul joncțiunilor; într-un graf cu l laturi și n + noduri acest număr este l — n De exemplu, fie arborele din fig » Buclele fundamentale care se obțin prin introducerea joncțiunilor pe rînd una cîte una sînt ilustrate în fig (observați orientările) Scriind matricea buclelor pentru buclele a b C Fig Bucle fundamentale TEORIA GRAFURILOR ȘI ECUAȚIILE REȚELELOR fundamentale se vor aranja coloanele în aceeași ordine ca și pentru matricea de incidență redusă pentru același arbore; așa dar se scriu mar intîi ramurile și apoi joncțiunile De asemenea, se dispun buclele în aceeași ordine ca și coloanele joncțiunilor respective Matricea buclelor fundamentale va fi ramuri joncțiuni <> B, = — - i Indicele f se pune la Bz pentru a semnifica buclele fundamentale Matricea pătrată formată de ultimele trei coloane corespunzătoare joncțiunilor este o matrice unitate; deci ea este nesingulară și rangul matricei B, este egal în acest exemplu cu numărul joncțiunilor adică l — n în general, matricea /-buclelor unui graf arbitrar conex poate fi scrisă sub forma B, = [B( B,] = [B( V] ( ) Matricea pătrată de dimensiuni (l — h) x (( — n) ale cărei coloane corespund joncțiunilor unui arbore particular va fi o matrice unitate datorită modului în care s-a obținut Așa dar rangul matricei B, va fi l — n Deoarece matricea buclelor fundamentale este o submatrice a matricei tuturor buclelor, rangul matricei B„ nu poate fi mai mic decît rangul matricei B, care este l — n Vom arăta în cele ce urmează că rangul matricei B„ nu este mai mare ca l — n și deci el este tocmai l — n Pentru a face aceasta vom folosi un rezultat care este de o mare importanță prin el însuși Fie un graf pentru care coloanele matricelor A„ și Bu sînt aranjate în aceeași ordine în acest caz au loc relațiile a b; = o și b,a , = o ( ) ( ) A doua relație rezultă din prima deoarece B„A' = (A„B')' Relațiile ( ) și ( ) se numesc relații de ortogonalitate și se demonstrează în cele ce urmează GRAFURI LINIARE Matricele Aa și B' sînt de forma laturi -> bucle -> noduri ! laturi i Aa = i B' = n-j- l Să ne concentrăm atenția asupra unei coloane oarecare din matricea B' și asupra unei linii oarecare din matricea Aa; adică asupra unei bucle și a unui nod Un nod oarecare aparține sau nu buclei Dacă nodul nu aparține buclei, atunci nici o latură care face parte din buclă nu poate fi incidență la acest nod Aceasta înseamnă că toate elementele nenule din coloana lui B' corespund unor elemente nule în linia respectivă a lui A„; așa dar produsul va fi zero Dacă nodul aparține buclei, atunci două laturi care fac parte din buclă vor fi incidente la acest nod Dacă aceste două laturi sînt orientate la fel în raport cu nodul (ambele intră în nod sau ambele ies din nod) ele vor avea orientări opuse în raport cu bucla și invers în termeni matriceali, dacă elementele din linia lui A(l corespunzătoare celor două laturi sînt ambele + sau ambele — , cele două elemente din coloana corespunzătoare a lui B' vor fi de semne opuse și invers Cînd se calculează produsul, rezultatul este zero Teorema este deci demonstrată Cu ajutorul rezultatului precedent se poate acum determina rangul matricei Ba folosind teorema de anulare a lui Sylvester care a fost examinată în capitolul în conformitate cu această teoremă, dacă produsul a două matrice este nul, suma rangurilor celor două matrice nu depășește numărul coloanelor din prima matrice a produsului în cazul de față, numărul coloanelor este egal cu numărul l al laturilor din graf Deoarece rangul unei matrice este egal cu rangul matricei transpuse, (rang Aa) + (rang BJ Ultima egalitate rezultă din faptul că transpusa unui produs este produsul transpuselor în ordine inversă Egalitatea precedentă rezultă din faptul că operațiile de transpunere și de inversare sînt comutative în cazul unei matrice nesingulare Ținînd seama de rezultatul precedent, se poate face partiția matricei A sub forma A = A( [U - (B; B,)'] ( ) Comparînd cu relația ( ) se vede că apare o formă similară cu matricea buclelor Mulțimea secțiunilor și matricea secțiunilor în exemplul din fig presupunem că, laturile și au fost eliminate Graful rezultat este prezentat în fig u (Prin „eliminarea” unei laturi înțelegem întreruperea ei, adică „deschiderea circuitului” lăsînd intacte nodurile la care ea este incidență) Graful a rămas încă un graf conex Dacă se elimină acum și laturile și , graful rezultat este reprezentat în fig Graful nu mai este acum convex : el a fost „secționat” în două părți Aceasta conduce la noțiunea de mulțime a secțiunilor, care se definește după cum urmează : O mulțime de secțiuni ' TEORIA ORATORILOR ȘI ECUAȚIILE REȚELELOR este o mulfime de laturi ale unui graf conex a căror eliminare conduce la separarea grafului în două subgrafuri conexe, cu precizarea că eliminarea oricărei submulțimi de laturi din mulțimea secțiunilor lasă graful conex în graful dat ca exemplu, mulțimea secțiunilor este { , , , } Mulțimea { , , } reprezintă de asemenea o mulțime de secțiuni (Un nod izolat, care apare în acest caz, este considerat ca ,,o parte” din graf), în schimb mulțimea { , , , } nu reprezintă o mulțime de secțiuni deși graful este separat în două părți, deoarece eliminarea laturilor din submulțimea { , , } nu conduce la un graf conex Mulțimea secțiunilor face o partiție a nodurilor în două grupe, corespunzătoare celor două părți ale grafului Fiecare latură din mulțimea secțiunilor este incidență la un nod dintr-un grup și la un nod din celălalt grup Orientarea mulțimii secțiunilor se face alegînd sensul de la o parte a grafului spre alta Orientarea se poate indica pe graf ca în fig c Orientarea laturilor din mulțimea secțiunilor poate să fie aceeași sau opusă în raport cu orientarea mulțimii secțiunilor Așa cum matricea de incidență caracterizează incidența și orientarea laturilor în raport cu nodurile, matricea secțiunilor se poate defini pentru a descrie prezența laturilor intr-o mulțime a secțiunilor precum și orientarea lor in raport cu mulțimea secțiunilor Vom defini matricea secțiunilor Q„ = [gb] ale cărei linii corespund secțiunilor și ale cărei coloane corespund laturilor grafului Elementele sale an următoarele valori: qtj = dacă latura j face parte din mulțimea secțiunilor i și orientările coincid ; qi} = — dacă latura j face parte din mulțimea secțiunilor i și orientările nu coincid; qiS = o dacă latura j nu face parte din mulțimea secțiunilor i Indicele a la Q„ se pune pentru a semnifica toate secțiunile Deoarece secționînd toate laturile incidente la un nod se separă acest nod de restul grafului, această mulțime de laturi reprezintă o mulțime de secțiuni, cu condiția ca restul grafului să nu fie separat el însuși GRAFURI LINIARE în mai multe părți în graful din fig , secționînd laturile incidente la nodul se va separa graful în trei părți, dintre care una este reprezentată de nodul Așa dar această mulțime de laturi nu reprezintă o mulțime de secțiuni Graful din fig este însă un graf deosebit, iar nodul este un nod de tip special Definim un graf cu punct de articulație ca un graf în care există cel puțin un subgraf care are numai un singur nod comun cu Fig Graf cu punct de articulație subgraful complementar lui din graf Un nod care are această proprietate se numește punct de articulație sau pivot într-un graf cu punct de articulație nodurile pot fi grupate în două mulțimi astfel incit orice cale de la un nod dintr-o mulțime la un nod din cealaltă mulțime trebuie să treacă prin nodul pivot în fig , nodurile , și formează o mulțime iar nodurile și alta Dacă se secționează laturile incidente la nodul pivot, nu există nici o cale de la un nod dintr-o mulțime la un nod din cealaltă mulțime Deci, graful obținut, fără a ține seama și de nodul pivot, nu va fi "conex; așa dar mulțimea laturilor incidente la un nod pivot nu formează o mulțime de secțiuni Pentru toate celelalte noduri, mulțimile de laturi incidente vor constitui mulțimi de secțiuni Pentru grafurile fără puncte de articulație, orientarea mulțimii secțiunilor obținută prin secționarea laturilor incidente la un nod se alege de la nod spre exterior Așa dar, pentru grafurile fără puncte de articulație, matricea secțiunilor va include matricea de incidență Pentru exemplul din fig , în afară de mate din laturile incidente la fiecare nod, mai secțiuni: { , , , }, { , >, , } și { , -‘i , } Matricea secțiuni laturi -> l - ' — — - - Q« = - — - - ti - — - mulțimile secțiunilor for-sînt încă trei mulțimi de ь secțiunilor este : — c TEORIA ORA PURILOR ȘI ECUAȚIILE REȚELELOR unde primele patru linii sînt identice cu matricea Ae iar ultimele trei linii corespund mulțimilor de secțiuni { , , , }, { , , , } și { , , , } respectiv După cum s-a văzut matricea secțiunilor unui graf Qa are mai multe linii decît matricea de incidență respectivă Apare deci problema rangului matricei secțiunilor Pentru a răspunde la această problemă considerăm o mulțime specială de secțiuni formată după cum urmează Dîndu-se un graf conex se selectează un arbore și se alege o latur ă bk a arborelui Eliminînd această ramură, arborele se împarte în două Toate joncțiunile care unesc aceste două părți ale arborelui împreună cu b,: vor constitui mulțimi de secțiuni Vom numi o astfel de mulțime mulțime fundamentală de secțiuni sau /-mulțime de secțiuni pe scurt Pentru orice ramură există o mulțime fundamentală de secțiuni, deci pentru un graf cu n + noduri (deci cu n ramuri) vor fi n mulțimi fundamentale de secțiuni Orientarea unei mulțimi fundamentale de secțiuni se alege astfel incit să coincidă cu ramura care o definește Drept exemplu se consideră graful din fig Arborele este reprezentat prin linii îngroșate Fiecare mulțime fundamentală de secțiuni este unic determinată Să scriem matricea secțiunilor pentru mulțimea fundamentală de secțiuni, aranjînd coloanele astfel incit primele n coloane să corespundă ramurilor în aceeași ordine ca și mulțimile de secțiuni asociate lor ramuri joncțiuni - ' Q, Indicele J la Q se pune pentru a semnifica secțiunile fundamentale Submatricea pătrată formată cu primele patru coloane este o matrice unitate; ea este deci nesingulară și rangul acestei matrice a secțiunilor este egal cu numărul liniilor sale sau eu numărul ramurilor dintr-un arbore GRAFURI LINIARE Acest exemplu ilustrează trăsăturile specifice ale cazului general, în general, se aranjează coloanele matricei secțiunilor fundamentale pentru un arbore dat, astfel incit să apară mai întîi ramurile și apoi joncțiunile, ramurile fiind în aceeași ordine ca și mulțimile de secțiuni pe care le definesc Se poate face atunci o partiție a matricei de forma / = [Q( QJ = [U QJ ( ) Prin însăși modul în care s-a constituit, submatricea Q; de dimensiuni n X n, ale cărei coloane corespund ramurilor, va fi o matrice unitate Deci rangul matricei Q, va fi n Aceasta nu ne spune încă nimic Fig O mulțime de secțiuni avînd un număr par de laturi comune cu o buclă despre rangul matricei Qa Dar deoarece matricea secțiunilor fundamentale Q, este o submatrice a matricei secțiunilor Q„, rangul matricei Qa nu poate fi inferior rangului matricei Qz, adică rang Qa î? n Cînd s-a căutat rangul matricei Ba a fost necesar să se utilizeze relația de ortogonalitate AaB' = Dar Qa este o matrice care conține^ matricea Ae ca o submatrice și este de presupus că o relație similară are loc și pentru Q„ în locul lui A,, ’ Acest lucru este adevărat și se poate demonstra pe aceeași cale ca și mai înainte Este numai necesar să se stabilească faptul că, dacă o mulțime de secțiuni are o latură comună cu o buclă, ea trebuie să aibă și alte laturi in comun astfel incit numărul lor să fie par Acest fapt este ușor de constatat examinînd fig , in care s-a pus în evidență o mulțime de secțiuni care separă graful in două părți Presupunem că latura a mulțimii secțiunilor face parte dintr-o buclă Dacă plecăm din extremitatea ei situată în Px și parcurgem această latură pînă ajungem în P va fi necesar să revenim în Pr pe altă latură din mulțimea secțiunilor pentru a forma o cale închisă Pentru a obține o cale închisă pot fi necesare mai multe treceri succesive între Pj șiP , dar fiecare trecere implică parcurgerea a două laturi din mulțimea secțiunilor Dacă aceste laturi au aceeași orientare în raport cu mulțimea secțiunilor, ele vor avea orientări opuse în raport cu bucla :;; !) Această afirmație este valabilă numai în cazul unui graf fără puncte de articulație TEORIA GRAFURILOR ȘI ECUAȚIILE REȚELELOR și reciproc Așa dar, prin același raționament ca și cel utilizat pentru a obține relația ( ), rezultă că : qob' = o și в q; = o ( ) Acum poate fi determinat rangul matricei Qa Utilizînd teorema de anulare a lui Sylvester și cunoscînd rangul matricei B, rezultă că rangul matricei Q„ nu depășește valoarea n (Lăsînd la o parte detaliile) și deoarece matricea Q, este o submatrice a matricei Qa care are rangul n rangul matricei Q, nu poate fi mai mic decît n (O asemenea posibilitate o reprezintă matricea secțiunilor fundamentale, Q,) Atunci QB = și BQ' = ( ) în particular, fie această matrice Q chiar matricea Q, care poate fi scrisă ca în relația ( ) Atunci В В [U Q,] B,j| — o Q, = - в;(В,')- = - (Вг В,)' ( ) și, în final, Q, = [t - («Г «,)']• ( ) Din această expresie rezultă un fapt foarte interesant Comparînd-o cu relația ( ) se obține A = A( Q, sau = Af A = [U Af* A,] ( ) Deoarece matricea A( este o matrice nesingulară, matricea de incidență a unui graf este echivalentă cu matricea secțiunilor fundamentale pentru un anumit arbore Astfel, liniile matricei A reprezintă combinații liniare ale liniilor matricei Q, și reciproc Graf uri planare Toate proprietățile grafurilor pe care le-am examinat pînă acum nu depind de caracteristici specifice de ordin geometric sau topologic ale grafului ci numai de caracteristicile sale abstracte Vom examina acum o serie de proprietăți care depind de structura topologică a grafului GRAFURI LINIARE Topologic, grafurile pot fi desenate sau reprezentate pe un plan Uneori ele se pot desena astfel incit laturile să nu se intersecteze Alteori acest lucru nu este posibil Vom defini un graf planar ca fiind un graf ce poate fi dispus pe un plan astfel incit nici o pereche de laturi să nu se intersecteze (adică să nu se întâlnească în alte puncte decît nodurile), în fig se dau două grafuri cu același număr de laturi și noduri; primul este planar ; al doilea, neplanar Laturile unui graf planar separă planul în mici regiuni; fiecare din ele se numește un ochi Mai precis, un ochi este o secvență de laturi ale unui graf planar care nu includ vre-o altă latură a grafului în interiorul regiunii mărginite de aceste laturi în fig a laturile { , , } formează un ochi în timp ce laturile { , , , } nu formează un ochi Laturile exterioare ale grafului separă planul în două regiuni: r egiunea finită în care se află celelalte laturi ale grafului și o regiune infinită Regiunea infinită poate fi privită ca ,,interiorul” acestei mulțimi de laturi Ea este complementara regiunii finite Așadar această mulțime de laturi poate fi considerată tot ca un ochi și se numește ochiul exterior în fig a ochiul exterior este format din secvența de laturi { , , , , , } Totuși, atunci cînd se enumeră ochiurile unui graf, ochiul exterior nu este luat in considerație Mulțimea ochiurilor unui giaf planar constituie o mulțime specială de bucle Se pune problema dacă ochiurile pot reprezenta buclele fundamentale pentru un anumit arbore, sau, într-o formulare diferită, dacă se poate găsi un arbore pentru care buclele fundamentale să fie ochiuri? Pentru a răspunde la această problemă se observă că fiecare buclă fundamentală conține o latură (ramură) care nu face parte din altă buclă fundamentală Așadar, orice latină care face parte simultan din două ochiuri nu poate fi o joncțiune ci trebuie să fie o ramură Se poate găsi cu siguranță un arbore pentru care ochiurile să reprezinte bucle fundamentale dacă laturile comune ochiurilor nu formează o cale deschisă Pentru unele grafuri planare, acest lucru este posibil, pentru altele nu TEORIA GRAFURILOR ȘI ECUAȚIILE REȚELELOR Pentru a ilustra aceasta, în fig , se dau două grafuri foarte asemănătoare, avînd același număr de noduri, dc laturi și de ochiuri Laturile comune între ochiuri sînt figurate cu linii îngroșate Acestea trebuie să fie ramurile unui arbore dacă ochiurile formează bucle fundamentale, în primul graf aceste laturi formează o buclă și deci rezultatul dorit nu este cu putință în timp ce cl este posibil pentru al doilea graf Aceste considerente completează prezentarea grafurilor liniare dată anterior b a Fig Ochiurile pol fi sau nu bucle fundamentale pentru un arbore dat TEOREMELE DE BAZĂ ALE REȚELELOR (CIRCUITELOR) ELECTRICE în linii mari, o rețea electrică este formată prin interconectarea a două sau mai multor elemente sau laturi Aceste laturi sînt formate din clemente de tipul celor descrise în capitolul sau alte componente (neliniare, cu parametri variabili etc) Fiecare latură are o variabilă reprezentând tensiunea și o variabilă reprezentând curentul iar aceste variabile sînt legate de alte variabile similare prin relații specifice Pentru a introduce graf urile liniare în analiza rețelelor electrice, vom da următoarea definiție : O rețea electrică este un graf liniar orientat în care fiecărei laturi i se asociază două funcții de timp : curentul ?'(/) și tensiunea r(f) Aceste funcții trebuie să satisfacă teoremele lui Kirchhoff Teorema lui Kirchhoff pentru curent Teorema lui Kirchhoff pentru curent (prescurtat TKC) stabilește că în orice rețea electrică suma tuturor eurenților ce pleacă dintr-un nod este zero în fiecare moment de timp și pentru fiecare nod al rețelei Pentru o TEOREMELE DE BAZA ALE REȚELELOR ELECTRICE rețea conexă (graf) cu n + noduri și ? laturi ecuațiile ce rezultă din TKC se pot scrie sub forma (J ) unde ajk au aceeași definiție ca și elementele matricei de incidență Așadar, sub formă matriceală TKC devine Ai(t) = sau AI(s) = , unde A este matricea de incidență, i(/) este o matrice coloană ce reprezintă curenții laturilor iar I(s) este matricea coloană a transformatelor Laplace ale curenților laturilor i(t) = h( i ( Și ( ) = ( ) b(«)J (Desigur are loc și relația Aoi(t) = dacă se includ toate nodurile) Deoarece rangul matricei A este n, toate ecuațiile din acest sistem sînt liniar independente Fie o partiție a matricei de incidență de forma A = [A( A,] corespunzătoare unui anumit arbore și o partiție similară pentru matricea i în aceste condiții TKC devine ( ) ( ) deoarece A( este o matrice nesingulară Relația ( ) arată că pentru un arbore dat, curenții ramurilor sînt determinați de curenții joncțiunilor prin relații liniare Aceasta înseamnă că, dacă se pot determina curenții joncțiunilor prin alte mijloace, atunci TEORIA GRAFURILOR ȘI ECUAȚIILE REȚELELOR curenții ramurilor sint cunoscuți fiind dați de relația ( ) Dintre toți curenții laturilor în număr de l, numai l — n curenți trebuie determinați independent Utilizînd relația ( ), matricea curenților se poate scrie Comparind matricea din dreapta semnului egal cu matricea din relația ( ) și ținînd seama de relația ( ), rezultă i = Bf i( sau I(s) = BJ I,(») ( a) i = B'(Bf )'i( ( b) Fiecare dintre aceste ecuații exprimă curenții laturilor unei rețele in funcție de curenții joncțiunilor corespunzătoare unui arbore, prin intermediul unei transformări care se numește transformarea pe bucle Curenții joncțiunilor unui arbore joacă rolul bazei pentru toți curenții Vom căuta acum și alți curenți decît curenții joncțiunilor unui arbore care să reprezinte o bază Se poate obține un alt sistem de ecuații echivalent cu TKC din ( ) (Amintim că două sisteme de ecuații sînt echivalente dacă ele au aceeași soluție) Fie o mulțime particulară de secțiuni ale rețelei Ea va separa rețeaua în două părți, și P Scriem ecuațiile ce rezultă din TKC pentru toate nodurile din Рг și examinăm coloanele Dacă ambele capete ale unei laturi sînt incidente la noduri din Pr, coloana corespunzătoare va conține două elemente nenule, unul - și altul — Dacă un capăt al unei laturi este incident la un nod din Px iar alt capăt la un nod din I’ , (dacă latura face parte din mulțimea secțiunilor) coloana respectivă va avea un singur element nenul Presupunem că se adună aceste ecuații; numai curenții mulțimii secțiunilor vor avea coeficienți nenuli în sumă Rezultatul se va numi ecuația secțiunii Ecuația secțiunii este deci o combinație liniară a ecuațiilor ce rezultă din TKC Sistemul de ecuații pentru toate secțiunile va fi Qoi(t) = , unde Qti este matricea secțiunilor definită anterior pentru toate secțiunile Dar rangul matricei Q„ este n, care este mai mic decît numărul ecuațiilor Deci aceste ecuații nu sînt independente Fie O matricea secțiunilor pentru n mulțimi de secțiuni și de rang n (O posibilitate o reprezintă matricea secțiunilor fundamentale, adică Q,) Atunci relațiile Q i (/) = II sau О I (s) — II sînt echivalente cu ecuațiile scrise pe baza TKC ( ) TEOREMELE DE BAZA ALE REȚELELOR ELECTRICE în particular, dacă se face o partiție a matricei secțiunilor fundamentale de forma Q/ = [U Q,], atunci — B - — — - TEORIA GRAFURILOR ȘI ECUAȚIILE REȚELELOR iar transpusa ei в = (Această matrice este de mele patru coloane este serie de curenți zml, im sensuri corespunzătoare grafului se pot exprima ciclici după cum urmează : o o o o - o rang l * - o O (i o I o O o — — o o o o O deoarece submatricea formată de ulti-nesingulară) Presupunem acum că definim o etc , care parcurg buclele din matricea В cu orientărilor curenții acestor laturilor în bucle Prin examinarea funcție de acești curenți o o o o O o o o — o o - - o o o o o ml шЗ Comparînd matricea acestei din ( ) se constată că ele — O o o transformări sînt identice cu transpusa matricei В Buclele (specificate prin enumerarea nodurilor) - { , , } { , , } Fig Exemplu ilustrativ TEOREMELE DE BAZA ALE REȚELELOR ELECTRICE Acest rezultat este valabil în general într-adevăr se observă că fiecare linie a matricei В se referă la incidența laturilor la bucle iar fiecare coloană corespunde unei laturi Elementele unei coloane arată din ce bucle face parte și ce orientare are latura respectivă Dacă se definesc curenții ciclici pe bucle, avînd orientările corespunzătoare acestora, fiecare coloană din matricea В va reprezenta curentul laturii respective în funcție de curenții buclelor într-un graf cu l laturi și n + noduri, se notează prin im vectorul curenților buclelor definiți pentru cele Z — n bucle pentru care matricea В este de rang Z — n Matricea curenților laturilor i se poate exprima în funcție de matricea im prin relația i = B'im ( ) Pentru o rețea planară, curenții ochiurilor formează o bază adecvată (demonstrația se lasă pe seama cititorului) în acest caz transformarea dată prin relația ( ) se numește transformarea pe ochiuri Teorema lui Kiichhoîf pentru tensiune A doua teoremă a lui Kirchhoff este teorema lui Kirchhoff pentru tensiune (prescurtat TKT) și stabilește că in orice rețea electrică suma tensiunilor tuturor laturilor dintr-o buclă, cu semne corespunzătoare orientării buclei, este zero la fiecare moment de timp și pentru orice buclă a rețelei Pentru o rețea conexă cu Z laturi, ecuațiile ce rezultă din TKT se pot scrie sub forma i v; bjl;v,ft) = o, t=i j = , , , (toate buclele), ( ) unde bjk au aceeași definiție ca și elementele matricei buclelor Așadar, sul) formă matriceală TKT devine Bv(Z) - = sau BV(s) = o, ( ) unde В este matricea buclelor, v(Z) este o matrice coloană ce reprezintă tensiunile laturilor iar V(s) este matricea coloană a transformatelor Laplaee ale tensiunilor laturilor ’ ®i(Z)’ рі(Ж ® (Z) ?г(«) v(Z) = și V(s) = ( ) «HO ^г(«) TEORIA GRAFURILOR ȘI ECUAȚIILE REȚELELOR Dacă se includ toate buclele rețelei, matricea coeficienților va fi Bo Deoarece rangul matricei Ba este l — n ecuațiile din acest sistem nu sînt independente Fie matricea В cu l — n linii și de rang l — n (O posibilitate o reprezintă matricea buclelor fundamentale) Se poate face o partiție a acestei matrice de forma В = [В, BJ corespunzătoare unui anumit arbore și fie o partiție similară pentru matricea v în aceste condiții TKT devine [B, B(] = B( v, + B( v, = din care rezultă v,= — B, *B(V| sau v( = — B,( v( ( ) deoarece B( este o matrice nesingulară Relația ( ) arată că, pentru un arbore dat, tensiunile joncțiunilor sint determinate de tensiunile ramurilor prin relații liniare Dacă tensiunile ramurilor se pot determina prin alte mijloace, atunci tensiunile joncțiunilor sînt cunoscute fiind date de relația ( ) Dintre toate tensiunile laturilor în număr de l numai » tensiuni, reprezentând tensiunile ramurilor, trebuie determinate independent Utilizînd relația ( ), matricea tensiunilor se poate scrie v( L—в,‘в v,( = Q'Dțt) sau \(s) = q;v((s) ( i) Ultima egalitate rezultă din O altă expiesie pentru v relația ( ) se obține pe baza relației ( ) și anume ( ) Dacă A( este o matrice unitară, atunci v(t) = A'v,(t) ( ) Astfel, matricea tensiunilor laturilor se exprimă prin matricea tensiunilor ramurilor unui arbore prin intermediul unei transformări Matri- TEOREMELE DE BAZA ALE REȚELELOR ELECTRICE cea transformării poate fi transpusa matricei secțiunilor fundamentale ; sau transpusa matricei A cînd A( este o matrice unitate, (v Problema , referitoare la condiția ca At să fie o matrice unitate) Tensiunile ramurilor unui arbore reprezintă o bază pentru exprimarea tuturor tensiunilor Deoarece tensiunea unei ramuri este diferența de potențial între o pereche de noduri, tensiunile ramurilor sînt tensiuni între perechi de noduri Nu toate tensiunile perechilor de noduri reprezintă însă tensiunile ramurilor Se pune problema găsirii unei mulțimi de tensiuni între perechi de noduri care, fără să reprezinte neapărat tensiunile ramurilor unui arbore să constituie totuși o bază pentru exprimarea tuturor tensiunilor Să examinăm această problemă mai departe Dacă se consideră un nod comun pentru fiecare pereche de noduri, atunci toate tensiunile între perechi de noduri vor reprezenta tensiunile nodurilor în raport cu nodul comun sau de referință Aceste tensiuni se numesc tensiunile nodurilor Deoarece fiecare latură a unui graf este incidență la două noduri, tensiunea ei va fi diferența tensiunilor celor două noduri (măsurate în raport cu nodul de referință al cărui potențial se consideră nul) Astfel, toate tensiunile unui graf se pot exprima în funcție numai de tensiunile nodurilor, care sînt în număr de n Cînd se scrie matricea A a unui graf, se omite unul din noduri Dacă acest nod este ales ca nod de referință pentru tensiuni, atunci matricea tensiunilor laturilor se poate exprima în funcție de matricea tensiunilor nodurilor v(i) = A'v„(i) sau V(s) = A'Vn(s) ( ) Aceasta rezultă din faptul că fiecare coloană a matricei A se referă la o anumită latură Elementele nenule dintr-o coloană specifică nodurile la care această latură este incidență, semnul indicînd orientarea Deci fiecare coloană a matricei A va reprezenta tensiunea laturii respective în funcție de tensiunile nodurilor Exemplul următor va ilustra acest rezultat în fig se dă graful din fig cu o numerotare diferită a laturilor Matricea A, omițînd nodul , este ' \ — A = — - - TEORIA GRAFURILOR ȘI ECUAȚIILE REȚELELOR ȘÎ o o O - o o - o - — o Fig Tensiunile laturilor in funcție de tensiunile nodurilor Fie nodul nodul de referință și fie tb , vn , și t>„ tensiunile celorlalte noduri în raport cu acest nod Din examinarea grafului, se pot exprima tensiunile laturilor în funcție de tensiunile nodurilor astfel Matricea acestei transformări este transpusa matricei A Se observă că primele coloane ale matricei A formează o matrice unitate Acest fapt este în concordanță cu Problema , deoarece arborele TEOREMELE DE BAZA ALE REȚELELOR ELECTRICE format din laturile , , și este un arbore stelat De aceea tensiunile intre perechile de noduri definite pentru arborele considerat în acest caz sînt aceleași cu tensiunile nodurilor (în raport cu nodul ca nod de referință) Pentru a înțelege și mai clar situația vom alege acum nodul drept nod de referință în acest caz nu mai există un arbore stelat cu nodul ca nod comun Matricea A va fi aceeași ca și în relația ( ) dar cu ultima linie înlocuită prin [— — — — ] Pentru orice arbore s-ar alege, matricea A( nu va fi o matrice unitate și relația ( ) nu este aplicabilă Totuși relația ( ), în raport cu noile tensiuni ale nodurilor este în continuare valabilă Propunem cititorului să verifice aceasta Relațiile pe laturi Cele două teoreme ale lui Kirchhoff reprezintă relații între curenții și tensiunile laturilor unei rețele, independente de natura specifică acestor laturi, indiferent dacă ele sînt formate din condensatoare, rezistențe, surse, etc Ele se aplică tot atît de bine pentru elementele liniare cît și pentru elemente neliniare, pentru elemente cu parametrii variabili în timp sau pentru elemente cu parametrii constanți Aceste relații reprezintă constrîngeri dictate de structura topologică a rețelei Totuși, modul în care tensiunea unei laturi particulare este legată de curentul corespunzător depinde de elementele care formează latura respectivă Există o mare varietate de posibilități în alegerea elementelor care formează o latură a rețelei O posibilitate este să se considere fiecare element (rezistență, condensator, etc ) drept o latură în acest caz trebuie să se considere drept noduri toate punctele de legătură dintre elementele conectate în serie Uneori este convenabil să se considere elementele conectate în serie sau elementele conectate în paralel drept o singură latură în rețeaua din fig , elementele lia și La conectate în serie pot fi considerate ca o singură latură sau ca două laturi distincte Fig Deplasarea surselor de tensiune și a surselor de curent Г TEORIA GRAFURILOR ȘI ECUAȚIILE REȚELELOR O varietate similară apare și în tratarea surselor O sursă de tensiune se numește însoțită dacă are un element pasiv conectat în serie Similar, o sursă de curent se numește însoțită dacă are un element pasiv conectat în paralel în fig a, nici o sursă nu este însoțită Pentru o latură pasivă atît curentul cît și tensiunea reprezintă mărimi necunoscute ale căror variații în timp urmează a fi determinate în cazul unor surse, tensiunea sau respectiv curentul sînt cunoscute Din această cauză nu se pot face afirmații general valabile despre numărul de necunoscute în funcție de numărul de laturi ale rețelei, dacă sursele neînsoțite sînt considerate drept laturi în acest scop este recomandabil să se folosească anumite echivalențe care vor fi prezentate în cele ce urmează și care permit eliminarea surselor neînsoțite Fie rețeaua din fig Sursa a fost deplasată printr-unul din terminalele sale în fiecare latui ă incidență la acest terminal, nienținîndu-se polaritatea și scurt-circuitînd poziția ei inițială Prin aplicarea TKT pentru orice buclă se vede că aceste ecuații nu se schimbă Dar în această situație fiecare sursă este însoțită; ea este în serie cu o latură pasivă, în cazul unei surse de curent, aceasta a fost deplasată astfel încît să apară conectată în paralel cu fiecare latură din bucla ce conține sursa originală, menținîndu-se polaritatea și lăsînd poziția ci inițială în gol Prin aplicarea TKC pentru toate nodurile se vede că aceste ecuații rămîn neschimbate Soluțiile pentru variabilele asociate celorlalte laturi vor fi aceleași in cazul noii rețele, ca și pentru rețeaua inițială Ke vom referi la aceste două echivalențe numindu-le deplasarea tensiunilor (sau deplasarea r) și respectiv, deplasarea eurenților (sau deplasarea i) în urma acestor operații se pot obține întotdeauna surse însoțite Uneori este convenabil să se trateze toate sursele independente ca surse însoțite, alteori nu Pentru scrierea ecuațiilor pe bucle și pe noduri este convenabil să se considere toate sursele însoțite; așa se va face în acest capitol Mai tîrziu se va renunța la această presupunere atunci cînd va fi convenabil acest lucru Vom începe prin a examina relațiile tensiune-curent pentru laturi, separat pentru surse independente, în cazul rețelelor pasive, și reciproce Fig Latură care conține o sursă de tensiune și o sursă de curent După ce se vor stabili procedeele de bază se va trece la examinarea componentelor active și nereciproce Structura generală a unei laturi este reprezentată în fig și conține atît o sursă de tensiune în serie cu un element pasiv cît și o sursă TEOREMELE DE BAZA ALE REȚELELOR ELECTRICE de curent în paralel cu acest ansamblu (în fig , de exemplu, sursa de curent din partea stîngă poate fi considerată în paralel cu elementele ve, Ba și La care sînt conectate în serie) Curentul corespunzător acestei laturi, care intervine în TKC va fi ik — igk De asemenea, tensiunea care apare în TKT va fi vk — vgk Așadar relațiile ( ) și ( ) se vor înlocui prin Ai«) = Ai, (/), Al(«) = AI,(S) ( ) Bv(î) = Bv,(t), BV(s) = BV,(s) ( ) = QI(-S') =QM«) ( ) unde i„ și vg sînt matricele coloană corespunzătoare surselor de curent și de tensiune Similar, transformările de la variabilele laturilor la curenții buclelor sau tensiunile nodurilor trebuie înlocuite prin următoarele >( - Ц = I(s) - I,(e) = ВТ,„(s) ( ) v( sînt matrice diagonale cu GB = IV , DB = iar Гр = Lp (Indicele p în aceste submatrice se pune pentru a semnifica ,,parțial”) Ele se numesc matricele parțiale ale parametrilor laturilor în cazul în care rețeaua conține transformatoare perfecte, matricea LB va fi o matrice singulară iar Гр nu există Uneori este convenabil ca referindu-ne la matricele parțiale ale parametrilor laturilor să le extindem pînă la dimensiunile matricei Z; astfel vom scrie ( ) R = ( Rp o o o pentru matricea rezistențelor laturilor și la fel pentru celelalte Cu aceasta matricele impedanță și admitanță a laturilor se pot scrie simplu in modul următor : Z = sL + R - -Id ( a) Și Y = sC + G + Ar ( b) TEORIA GRAFURILOR ȘI ECUAȚIILE REȚE LELOR Se observă că ordinul fiecărei matrice a parametrilor laturilor este egal cu numărul laturilor grafului în relația ( ) am mărit în mod convențional dimensiunile acestor matrice Din punctul de vedere al calculului, mărirea dimensiunilor unei matrice reprezintă un dezavantaj, în acest caz este preferabilă utilizarea matricelor parțiale Cu toate că s-a folosit un procedeu special de numerotare a laturilor pentru a ajunge la matricele parametrilor laturilor ca aceea din relația ( ) și celelalte similare ei, aceste matrice se pot defini fără a face apel la acest procedeu de numerotare Singura diferență este aceea că elementele nenule nu vor fi concentrate într-o singură submatrice ca în ( ) într-un capitol următor vom examina proprietățile acestor matrice a parametrilor și vom discuta condițiile de realizabilitate /i ECUAȚIILE PE BUCLE, PE NODURI ȘI PE PERECHI DE NODURI Relațiile de bază prezentate în ultimul paragraf sînt: teorema lui Kirchhoff pentru curenți (TKC), teorema, lui Kirchhoff pentru tensiuni (TKT) și relațiile tensiune-curent pentru laturi Pentru o rețea cu l laturi și n + noduri se pot scrie n ecuații independente pe baza TKC și l—n ecuații independente pe baza TKT, deci în total l ecuații Deoarece se mai pot scrie încă l relații tensiune-curent dispunem în total de ecuații independente pentru cele necunoscute care sînt l curenți și l tensiuni Totuși, soluționarea a ecuații simultane constituie o problemă relativ dificilă și orice procedeu care aduce o simplificare este binevenit în ultimul paragraf s-a observat că toți curenții laturilor pot fi determinați în funcție de o submulțime de curenți mai puțin numeroasă -de exemplu curenții joncțiunilor pentru un arbore sau curenții buclelor Similar, toate tensiunile laturilor pot fi determinate în funcție de o submulțime de tensiuni mai puțin numeroasă Vom examina acum o serie de procedee în care se folosesc aceste constatări pentru a soluționa probleme de analiză a rețelelor Rezultatul depinde de ordinea în care sînt utilizate cele trei categorii de relații fundamentale Ecuațiile pe bucle Dîndu-se o rețea, vom aplica mai întîi TKT ajungînd la relația ( ) care se repetă aici (în transformate Laplace) BV(s) = BV,(») ( ) ECUAȚIILE PE BUCLE, PE NODURI ȘI PE PERECHI DE NODURI Matricea В este de dimensiuni (l — n) x l și de rang l — n Introducînd în această relație matricea V(s) dată de relația ( ) se obține BZ(s)I(s) = bv;(S) ( ) în sfîrșit, exprimăm curenții laturilor în funcție de alți l — n curenți care pot fi curenții buclelor sau curenții joncțiunilor unui arbore — dacă В este matricea buclelor fundamentale pentru arborele respectiv Presupunem că folosim curenții buclelor, adică utilizăm expresiile curenților I(s) dați de transformarea pe bucle din relația ( ) Se obține {BZ(s)B'}IOT(s) = B{V„ - Z(s)IJ ( a) sau Zm(s)Im («) = E(«) ( b) unde s-au folosit notațiile e = в (\; - zi ) și Zm(S) = BZ(S)B ( ) Ecuația matriceală ( ) reprezintă un sistem de l — n ecuații, numite ecuațiile pe bucle, cu Z — n necunoscute reprezentînd curenții buclelor Matricea coeficienților Zm(s) se numește matricea impedanță a buclelor, și nu trebuie confundată cu matricea impedanță a ramurilor Z Pentru o rețea pasivă și reciprocă, matricea Z este simetrică în acest caz (v Problema ) matricea Zm este și ea simetrică Matricea impedanță a buclelor poate fi scrisă explicit în funcție de matricele parametrilor ramurilor introducînd relația ( ) în relația ( ) Astfel ZBl = BZB = sLm + B„ + Dm ( ) s unde U = BLB ( a) Bm = BBB' ( b) D„ = BDB' ( c) sînt matricele parametrilor buclelor TEORIA GRAFURILOR ȘI ECUAȚIILE REȚELELOR Spre a ilustra relația ( ) considerăm rețeaua din fig pentru care matricea impedanței ramurilor a fost dată în relația ( ) Graful său este redesenat în fig spre a pune în evidență alegerea buclelor Acesta este un graf planar și probabil cel mai simplu ar fi fost să se Fig Exemplu de rețea pentru scrierea ecuațiilor pe bucle aleagă drept bucle chiar ochiurile Totuși, în scop ilustrativ s-a ales alt sistem de bucle în acest caz matricea В este : — В = — — - — Atunci matricea impedanță a buclelor devine sLn sL ? o o o o o - O o o o - lib o o o o o - — o o o o - - o - o o o - - o o ECUAȚIILE PE BUCLE, PE NODURI ȘI PE PERECHI DE NODURI s (Lu + Z + £- + І ) + -®s + Z s( s — B (Lu + І + ^ “Ь І ) + ^ — — s (Ln + Z ) sCs (Ln + Z “I" -^ ~Ь -^ ) + -^* ' s(^ll -^ ) (-Ьц’+ ^ + ^ + ^ ) + ^ + -® (ZU + L ) , — s(Zn + Z ) sLn + + sC sC J Corelînd această matrice cu graful observăm că elementele matricei impedanță a buclelor pot fi interpretate în următoarea manieră directă Fiecare element de pe diagonala principală este suma impedanțelor ramurilor pe bucla corespunzătoare, finind cont și de impedanțele de cuplaj mutual cu alte bucle Fiecare element care nu aparține diagonalei principale este plus sau minus impedanța ramurilor comune între două bucle; semnul este pozitiv dacă curenții buclelor au același sens în ramura comună și negativ dacă au sensuri opuse Se poate verifica matricea impedanță a buclelor din exemplu, utilizînd această interpretare O interpretare similară se aplică pentru matricele parametrilor buclelor Lm, Rm și Dm Astfel din matricea ZOT putem scrie matricea rezistențelor buclelor astfel # KM ^ Я o (I Din rețea observăm că elementele diagonalei principale in această matrice Sînt rezistențele totale pe conturul buclelor corespunzătoare; elementele care nu aparțin diagonalei principale sînt rezistențele comune buclelor TEORIA GRAFUR LOR ȘI ECUAȚIILE REȚELELOR respective, cu plus sau minus; plus dacă orientarea buclelor este aceeași prin rezistența comună, minus dacă buclele sînt orientate în sens opus Matricele surselor vor fi Astfel ZI are un element nenul numai în linia a șaptea și valoarea acestuia este — IqIsCt în acest caz partea dreaptă a relației ( ) devine o o o o - o o o o - o o o - o - o o o o o o -IM o o o o o IM Cantitatea I /sC' este tensiunea Тііёѵепіп echivalentă corespunzătoare sursei de curent în paralel cu C Astfel matricea E reprezintă vectorul surselor echivalente de tensiuni pe bucle, ale cărui elemente sînt suinele algebrice ale surselor de tensiune (inclusiv tensiunile ТЬёѵепіп echivalente corespunzătoare surselor de curent) pe conturul fiecărei bucle, sensul tensiunilor fiind astfel ales incit să fie opus sensului buclei ECUAȚIILE PE BUCLE, PE NODURI ȘI PE PERECHI DE NODURI Obținînd ecuațiile pe bucle în forma ZmI„ = E ( ) se determină soluția Im = Zm E ( ) ceea ce este de fapt o soluție simbolică, în formă matriceală Calculul elementelor matricei Im cere un volum considerabil de muncă Amînăm pentru capitolul următor tratarea acestei probleme în legătură cu discuția precedentă asupra ecuațiilor pe bucle trebuie să notăm că, în ultimul dintre exemplele considerate putem scrie ușor forma finală a ecuațiilor pe bucle, dacă folosim o simplă tratare scalară Astfel, putem scrie matricea impedanță a buclelor Zm și matricea surselor echivalente E printr-o examinare directă a rețelei, odată ce s-au ales buclele Introducerea tratării matriceale pare mai complicată decît e necesar în acest sens se pot face trei observații în primul rînd, tratarea despre care am vorbit mai sus n-ar fi utilă în determinarea ecuațiilor pe bucle pentru rețele cu o matrice В de rang mic Procedeul general începe să fie preferabil în cazul rețelelor caracterizate prin matrice В de dimensiuni mari — de ordinul a zeci de linii în al doilea rînd, tratarea folosind considerente topologice se pretează la programarea pe calculator, ceea ce o face și mai valoroasă în sfîrșit, forma finală constituie o „teoremă de existență”; ea este o verificare că pentru orice rețea se pot scrie ecuațiile pe bucle Ecuațiile pe noduri Scriind ecuațiile pe bucle, relațiile tensiune-curent ale laturilor s-au introdus în ecuațiile obținute pe baza TKT, după care s-a utilizat transformarea pe bucle pentru a se trece la variabile reprezentînd curenții buclelor Acum, dîndu-se o rețea se vor scrie mai întîi ecuațiile ce rezultă din TCK, ajungîndu-se la relația ( ) care se repetă aici Al(s) = AI„(«) ( ) în această expresie se substituie relațiile ( ) și se obține AY(s) V(s) = AI„(s) ( ) în sfîrșit se exprimă tensiunile laturilor în funcție de tensiunile nodurilor prin transformarea pe noduri dată de relația ( ) Rezultatul este AY(s) A'Vn(S) = A{lp(s) - YVp(s)} ( a) TEORIA GRAFURILOR ȘI ECUAȚIILE REȚELELOR вап Y„VB(s) = J(s) ( b) unde s-a notat prin J matricea A(I, — YV„) și unde Y («) = AY(s) A' ( ) Relația ( ) este o ecuație matriceală care reprezintă un sistem de n ecuații, numite ecuațiile pe noduri cu n necunoscute reprezentînd tensiunile nodurilor Matricea coeficienților YM(s) se numește matricea admitanță a nodurilor De această dată matricea J este matricea echivalentă a surselor de curent aplicate pe noduri, avînd drept elemente sumele algebrice ale curenților (incluzînd curenții Norton echivalenți surselor de tensiune) incidenți în nodurile respective cu sensul pozitiv astfel ales incit să intre în nod Matricea admitanță a nodurilor poate fi scrisă explicit în funcție de matricele parametrilor laturilor, introducînd relația ( ) în relația ( ) Rezultatul va fi Y„(«)= AY(s) A'= «C„ + GB + ’ Г„ ( ) s unde C„ = ACA ( a) G, = AGA' ( ) Г„ = АГА ( c) sînt matricele parametrilor nodurilor Pentru sistemul de ecuații pe noduri scris sub forma YB(s) V„(s) = J(s) ( ) se poate obține cu ușurință soluția : V,(*)=Y; (») ( ) Aceasta este din nou o soluție scrisă sub formă simbolică în capitolul următor vom examina detaliile referitoare la această soluție ECUAȚIILE PE BUCLE, PE NODURI ȘI PE PERECHI DE NODURI Să ilustrăm utilizarea ecuațiilor pe noduri pe exemplul rețelei din fig care s-a redesenat în fig Se alege nodul ca nod de referință astfel incit el se omite atunci cînd se serie matricea A Exemplu de rețea pentru scrierea ecuațiilor pe noduri Matricea A este — o o o o — o — o o o o iar matricea admitanță a laturilor va fi — -^ sA sA ^ Др ( sA sA corespunzătoare acestui arbore Fiecare din aceste joncțiuni definesc o buclă fundamentală Să se arate că fiecare din buclele fundamentale formate cu joncțiunile lt, conține ramura t P Fie В matricea buclelor formate din ochiurile grafului din fig P (a) Să se calculeze B'(B~ )' și să se verifice că curenții laturilor sînt corect exprimați în funcție de curenții joncțiunilor pentru arborele arătat în figură (b) Pentru același arbore să se determine direct B, și să se verifice că Bj = B'(B;- ^ (e) Să se verifice transformarea pe ochiuri P în graful din fig P b, laturile { , , , } formează o buclă Si se verifice rezultatul problemei pentru această mulțime de laturi P în graful din fig P b laturile { , , , } formează un arbore Se cere partiția matricei A de forma [Aj A;] utilizînd acest arbore Apoi, pentru = [B( U] și Й/ = [V Qd să se determine B( și și să se verifice relația B( = — Q' TEORIA GRAFURILOR ȘI ECUAȚIILE REȚELELOR I’ E posibil ca două bucle fundamentale dintr-un graf, pentru un arbore dat să aibă ramuri și noduri comune Să se arate că e posibil ca două bucle fundamentale să aibă două noduri comune, numai dacă calea dintre cele două noduri in arbore este comună celor două bucle I’ în fig P apar următoarele bucle : bucla I : a, e, g, b bucla : d, c, g, f bucla : a, d, f, j, b bucla : e, c, , j Fig P (a) Ecuațiile scrise pe baza TKT pentru aceste bucle sînt independente? (b) Se cere ( ) să se găsească o mulțime de joncțiuni care formează bucle fundamentale ce constituie ochiuri ale grafului sau ( ) să se arate că nu există o astfel de mulțime P într-o rețea liniară se definește puterea din latura j prin pj(f) = i>j(t)ij(t) unde notațiile sint cele uzuale (a) Pentru o rețea dată, unde TKC și TKT sînt satisfăcute, să se arate că ’j( = «= v ( ' ( = , unde suma se face pentru toate laturile rețelei Relația v'î = se uimește teorema lui Tellegen (b) Se presupune că teorema lui Tellegen și TKT sînt satisfăcute Să se arate că TKC rezultă ca o consecință (e) Se presupune că teorema lui Tellegen și TKC sint satisfăcute Să se arate că TKT rezultă ca o consecință Această problemă demonstrează că din cele trei teoreme TKC, TKT și teorema lui Tellegen oricare două pot fi considerate drept fundamentale ; a treia poate ti dedusă ca o consecință P Să se construiască rețelele duale pentru rețelele din fig P Numerele care apar în figură reprezintă valorile elementelor P, L, C PROBLEME P (a) Dacă intr-un graf două laturi apar în paralel sau în serie cum sint laturile corespunzătoare din graful dual? Să se verifice pentru fig P (b) în fig P se reprezintă rețeaua din fig P b în interiorul chenaruluise află rețeaua în T podit Cum arată subrețeaua corespunzătoare din rețeaua duală? (e) Care este structura rețelei duale pentru rețeaua în punte din fig P c? Fig P P Pentru rețelele din fig P să se scrie ecuațiile pe bucle utilizînd ochiurile drept bucle și curenții ochiurilor drept bază pentru mulțimea curenților Pentru care din aceste rețele ochiurile reprezintă bucle fundamentale pentru un arbore dat? Alegind alt arbore decit cel de la punctul precedent să se scrie ecuațiile pe bucle, pentru buclele fundamentale P Pentru rețelele din fig P se alege nodul inferior drept nod de referință Să se scrie ecuațiile pe noduri P Pentru rețelele din fig P să se aleagă un arbore și să scrie ecuațiile pe perechi de noduri cu tensiunile ramurilor acestui arbore drept variabile de bază P Se dă rețeaua din fig P (a) Să se scrie ecuațiile pe perechi de noduri pentru arborele din figură (b) Să se scrie ecuațiile pe noduri alegind un nod de referință convenabil P Pentru rețeaua din fig P să se scrie ecuațiile pe noduri și să se verifice că matricea admitanță a nodurilor devine singulară cînd Gt — (A' — )G TEORIA GRAFURILOR ȘI ECUAȚIILE REȚELELOR P în fig P este reprezentată o rețea pentru care matricea admitanță a nodurilor sau matricea impedanță a buclelor pot fi singulare Să se determine relațiile dintre parametrii, care determină aceste singularități P Pentru rețeaua din fig P să se scrie sub formă matriceală : (a) ecuațiile pe noduri; (b) ecuațiile in variabile mixte; (e) să se arate care sint toți arborii din graful respectiv Г Pentru rețeaua din fig P să se scrie (a) ecuațiile pe bucle, (b) ecuațiile In variabile mixte (utilizînd circuitul echivalent liniar pentru diodă la semnale mici) și (c) să se arate care sint toți arborii posibili Fig- P P Să se găsească toți arborii posibili pentru care se pot scrie ecuațiile în variabile mixte in cazul rețelei din fig P Să se arate că matricea impedanță a buclelor Zm = ByZB' poate fi scrisă sub forma -i + QÎZiQi, unde s-a făcut o partiție convenabilă pentru matricele Qf = (U Q(| și Z PROBLEME P Să se arate că pentru rețelele R, L, C ecuațiile în variabile mixte din relația ( ) pot fi transformate în ecuațiile pe bucle sau în ecuațiile pe perechi de noduri în următoarele probleme se cere pregătirea unui program de calculator care să servească la obținerea soluțiilor unor anumite probleme în fiecare caz se va elabora programul sub formă de organigramă, precum și lista de instrucțiuni corespunzătoare într-un limbaj uzual, cum este FORTRAN , pentru un calculator numeric care să execute lucrarea specificată în problemă Se vor include și indicațiile de utilizare a programului *P Să se pregătească un program pentru a identifica un arbore dintr-un graf conex cînd fiecare latură și orientarea ei în graf sînt specificate prin trei numere : primul număr identifică latura, al doilea identifică nodul din care pleacă iar al treilea identifică nodul in care sosește Programul trebuie să renumeroteze de asemenea laturile astfel incit ramurile să fie numerotate de la la n, iar joncțiunile de la n - la l Un exemplu tipic de asemenea date ne oferă fig P *P Să se pregătească un program pentru a determina matricea redusă de incidență pentru o rețea conexă avînd drept date inițiale datele din Problema *P Să se pregătească un program pentru a determina : (a) matricea buclelor fundamentale din relația ( ); (b) matricea secțiunilor fundamentale din relația ( ); Datele pentru această problemă sînt cele din Problema *P Să se pregătească un program pentru a determina numărul de arbori dintr-o rețea pe baza relației ( ) Se va specifica formatul datelor inițiale *P Să se pregătească un program pentru a determina pentru o rețea R, L, C: (a) matricea admitanță a nodurilor; (b) matricea impedanță a buclelor; (c) matricea admitanță între perechi de noduri, utilizînd : ( ) matricele parametrilor între perechi de noduri din relația ( ), ( ) matricele parametrilor buclelor din relația ( ) și ( ) matricele parametrilor între perechi de noduri din relația ( ) respectiv Se presupune că datele de intrare sînt prezentate printr-o secvență de cinci numere : primul identifică latura, al doilea identilică nodul de plecare, al treilea identifică nodul de sosire, al patrulea identifică tipul laturii ( pentru C , pentru R și pentru / ) al cincilea este valoarea parametrului laturii Se presupune că ( ) matricea redusă de incidență, ( ) matricea buclelor fundamentale și ( ) matricea secțiunilor fundamentale au fost evaluate prin programele din Problemele și *P Să se combine programele din Problemele , și într-un singur program, care să permită determinarea matricei admitanță a nodurilor, matricei impedanță a buclelor șl/sau matricei admitanță între perechi de noduri pentru o rețea R, L, C corespunzător opțiunii beneficiarului Funcții de circuit (rețea) în ultimul capitol s-au descris un număr de metode sistematice, aplicîndu-se legile fundamentale din teoria circuitelor, pentru obținerea unor seturi de ecuații ca ecuațiile pe contur, la noduri, la perechi de noduri sau ecuații cu variabile mixte Desigur, aceste metode nu sînt, în mod necesar, simple de utilizat în toate problemele în multe probleme referitoare la circuite de complexitate structurală moderată, simpla aplicare a unor proprietăți sau teoreme (Norton, Thdvenin etc ), poate conduce, fără îndoială, la rezolvarea problemei, mult mai ușor decît scrierea și rezolvarea de exemplu a setului de ecuații pe contur Ecuațiile la care conduc metodele sistematice descrise sînt diferențiale sau integrodiferențiale Se pot folosi metodele clasice de rezolvare a lor, dar în continuare se presupune că soluțiile vor fi obținute eu ajutorul tra nsformatei Laplaee Presupunînd că un circuit și transformatele Laplaee ale ecuațiilor ce descriu comportarea sa sînt accesibile, să ne întoarcem la soluția acestor ecuații și la funcțiile de circuit care descriu comportarea circuitului Fl'XCȚll DE INTRARE ȘI DE TRANSFER Fiind dat un circuit liniar, invariabil în timp, excitat de un număr de surse independente de curent și tensiune, cu valori inițiale arbitrare pentru tensiunile pe capacități și curenții prin bobine (care pot fi de asemenea reprezentate ca surse independente), se poate scrie un set de ecuații pe contur, la noduri sau la perechi de noduri Circuitul poate fi FUNCȚII DE INTRARE ȘI DE TRANSFER nereciproc sau poate să nu fie pasiv în formă matriceală aceste ecuații vor fi toate similare Astfel: Zm(s)Im(s) = E(s) (contur) V„(s)Vn(s) = J(s) (nod) (la) ( ) Yt(s)V((s) = Jz(s) (perechi de noduri) Membrul drept al acestor ecuații conține contribuțiile surselor, inclusiv ale surselor echivalente condițiilor inițiale nenule; de exemplu, J = [J,-], unde este suma surselor de curent, inclusiv echivalențele Norton a surselor de tensiune Soluția simbolică a acestor ecuații se obține simplu prin multiplicarea fiecărei ecuații cu inversa matricei corespunzătoare a coeficienților Astfel: L(s) = z»> ’ E(s) , ( a) Vn(s) = Y- J(s) , ( b) Vt(s) = Yp J((s) ( c) Fiecare din aceste ecuații are aceeași formă Pentru ilustrare, se dă forma dezvoltată a ecuației ( ) Astfel: e = Al Al A A A Ai ^ А,и A A ’ A A» A A A J ( ) unde A este determinantul matricei admitanțelor, iar Ал sînt cofactorii acesteia Deci, pentru nodul Ă-, expresia tensiunii \ va fi : FUNCȚII DE CIRCUIT Din relația ( ) rezultă că tensiunea unui nod este o combinație liniară de surse echivalente Sursele J : (Jv J , nu sint surse actuale; de exemplu, pentru circuitul din fig , presupunind condiții inițiale nule, matricea J va fi: ■ Ig* " “ J = Ji — Ig + ^g Ѵз- ■ — el - Dacă se substituie pentru J expresiile corespunzătoare în funcție de sursele actuale, rezultă clar că relația ( ) poate fi aranjată astfel incit să fie o combinație liniară a surselor actuale Astfel, pentru fig , expresia lui va fi: Ca regulă generală se poate spune că transformata Laplace a oricărui răspuns poate fi scrisă ca o combinație liniară a transformatelor Laplace a excitațiilor Coeficienții acestor combinații liniare sînt ei înșiși combinații a unor funcții de variabila complexă « Aceste funcții sînt rapoarte a doi determinanți, numitorul fiind determinantul lui Znl, Y„ sau Y(, iar numărătorul fiind un cofactor al acestor matrice De exemplu, în relația ( ) determinantul de la numitor este detY„, iar coeficientul lui It este o diferență între două astfel de rapoarte de determinanți Odată cunoscute funcțiile care leagă orice transformată (Laplace) a răspunsului unui circuit de orice transformată a excitației (Г sau Z), FUNCȚII DE INTRARE ȘI DE TRANSFER poate fi determinat răspunsul la orice excitație dată Astfel, în relația ( ), cunoașterea expresiilor din paranteze este suficientă pentru a se determina răspunsul l\ (s) pentru orice valori date lui Ѵѵ , Iff ȘÎ Vom defini în general ca funcție de circuit raportul dintre transformata Laplaee a răspunsului și transformata Laplaee a excitației unui circuit Atît răspunsul cit și excitația pot fi curenți sau tensiuni Dacă răspunsul și excitația se referă la aceleași terminale (în care caz unul trebuie să fie o tensiune, iar celălalt un curent), atunci funcția se numește o funcție de intrare fie de impedanță, fie de admitanță Dacă excitația și răspunsul se referă la terminale diferite, atunci funcția este o funcție de transfer Funcții de intrare Pentru precizarea noțiunii să considerăm fig , a în care este pusă in evidență numai o pereche de terminale la care pot fi făcute conexiuni externe Vom presupune că : ) circuitul nu conține surse independente; ) este inițial relaxat — (valorile inițiale ale tensiunilor pe condensatoare și ale curenților prin bobine sînt nule) Prin „impedanță de intrare"" și „admitanță de intrare" la o pereche de terminale a unui circuit înțelegem : Z(S) = ^i(«) • -rz/ \ A(s) (S) X(S) transformatele ale tensiunii și curentului unde Vj și Ц sînt la terminale, cu sensurile de referință ca în fig în această definiție nu s-a făcut nici o precizare privind modul de excitare sau conectare la perechea de terminale a circuitului Condițiile ca circuitul să nu conțină surse independente, iar inițial să fie un circuit relaxat, sînt esențiale pentru b Fig Funcții de intrare a c FUNCȚII DE CIRCUIT definiția impedanței sau admitanței de intrare Este clar că, dacă circuitul conține surse independente sau condiții inițiale nenule (inițial, „nerelaxat”), atunci Z sau Г pot avea diferite valori în funcție de ce este conectat la perechea de terminale și deci impedanța sau admitanța de intrare, nu va mai fi o caracteristică invariantă proprie circuitului O altă observație este că nu s-a făcut nici o precizare asupra naturii funcțiilor de timp și î\(t); definiția lui Z sau У cuprinde raportul transformatelor lor Laplace Să ne întoarcem la calculul lui Z și ' pentru un circuit presupus inițial că nu conține „dispozitive” nepasive sau nereciproce Să scriem ecuațiile la noduri pentru un circuit excitat de o sursă de curent ca în fig , b în aceste condiții, soluția pentru I'j poate fi obținută din ( ) în care este nenul și are valoarea Ix Astfel, pentru impedanță vom găsi: Z( ) =-b( ) = Ad?) ( ) Ir(s) Д(«) , unde Z este impedanța de intrare la terminalele circuitului în relația ( ) notația „ este folosită pentru a indica că este determinantul ecuațiilor la noduri O formulă duală pentru admitanța de intrare T poate fi obținută imediat considerând că circuitul este excitat de o sursă de tensiune ca în fig , c; se scriu, deci, un set de ecuații pe contur Soluția setului de ecuații pe contur va avea aceeași formă ca ( ), cu deosebirea că sursele vor fi surse de tensiune echivalente Ek ța căror valori vor fi inițial toate nule în afara unei singure surse ce va fi I’j), iar variabilele vor fi curenții pe contur Rezolvînd sistemul în raport cu Ix, rezultă : unde У este admitanța de intrare iar notația , evidențiază că Д este determinantul matricei impedanțelor de contur Relațiile ( ) și ( ) sînt utile pentru calculul lui Z și У dar trebuie reamintit că ele se aplică în cazul cînd nu există surse controlate sau alte astfel de dispozitive Ele pot fi de asemenea aplicate in unele cazuri cînd sursele controlate sînt prezente, dar nu întotdeauna Ca o ilustrare a unui caz simplu, în care ( ) și ( ) nu se aplică cînd este prezentă o sursă controlată, să considerăm etajul de amplificare cu grila la masă reprezentat în fig , « Modelul liniar este arătat in fig , b, în care apare sursa de tensiune controlată FUNCȚII DE INTRARE ȘI DE TRANSFER Deoarece aceasta nu are o reprezentare sub forma fie a unei impedanțe fie a unei admitanțe, să exprimăm sursa de tensiune controlată in funcție de un curent printr-o latură; din fig , b expresia corespunzătoare este = Rk I — X Cu această expresie înlocuim sursa de tensiune controlată, latura care controlează chiar nefiind arătată în graful din fig , c Relația V — I în latura controlată (latura în graful din fig , c) este = (iF = р ЕД — [лУ-l Această relație dă laturii o reprezentare sub forma unei impedanțe Arborele reprezentat cu linii groase în fig , c a fost ales astfel ca sursa de excitare să apară intr-un Fig Amplificator cu grila la masă singur contur (ochi) Matricea de contur B, matricea impedanțelor laturilor Z, matricea surselor de tensiune V , pot fi scrise astfel: [J Rk - - su Bk ? jiFj' X - ' -c FUNCȚII DE CIRCUIT Ecuațiile de contur = ВѴЙ) devin în acest caz : " sC «o sC Admitanța de intrare este І ІѴг Aceasta poate fi găsită rezolvînd ecuațiile pe contur pentru I Rezultă: Astfel, eu toată precauția de a alege numai un singur contur care să conțină sursa de excitație, sursa de tensiune Fj apare în ambele ecuații pe contur, și ca urmare rezultatul final diferă de ( ) Se poate trage concluzia că nu întotdeauna formule speciale ca ( ) și ( ) conduc la rezultatul corect și că în general trebuie apelat la definiția din relația( ) Funcții de transfer Prin definiție, o funcție de circuit este o funcție de transfer cînd excitația și răspunsul corespund la terminale diferite Să considerăm răspunsul ca fiind tensiunea sau curentul unei anume laturi Putem evidenția această latură reprezentînd-o separat de restul circuitului ca în fig Pentru ca noțiunea de funcție de transfer să fie ușor de înțeles, vom presupune în continuare că circuitul nu conține surse interne independente și este inițial relaxat Corespunzător figurii , a pot fi definite Fig Funcții de transfer FUNCȚII DE INTRARE ȘI DE TRANSFER patru funcții de transfer diferite fie cu F£(s) sau I£(s) ca răspuns și fie cu F^s) sau Zx(s) ca excitație Din nou remarcăm că în aceste definiții nu se face nici o precizare asupra modului iu care este excitat circuitul Deoarece aceasta nu aduce nici o diferență, să considerăm aplicată o sursă de curent ca în fig , b și să folosim ecuațiile la noduri Singurul lucru ce rămîne de discutat sînt sursele Chiar dacă există numai o singură sursă, aceasta poate apare în mai mult decît o ecuație la nod dacă circuitul conține surse controlate Prin urmare, să presupunem pentru început că circuitul considerat nu conține surse controlate Atunci toți J în ( ) sînt zero, în afara lui care este egal cu Iv Rezultatul analizei pe noduri va fi: Л(») = ( ), А и VL(s) = V - F = A ~ A - - A (s) A Din aceste relații, ținînd seama de faptul că Z£ = YL VL, poate fi obținută fiecare funcție de transfer F£/Fn F£/Ix, IjfV sau Z£/Zx în mod similar, presupunînd circuitul excitat cu o sursă de tensiune, ca în fig , c, se pot scrie ecuațiile pe contur' Expresiile care rezultă din ecuațiile la noduri și pe contur vor fi : Impedanța de transfer: = Aia - A | = A \v Au z Admitanța de transfer : у A A A t /gj) An v А г Cîștigul (amplificarea) de tensiune sau raportul de transfer al tensiunilor : VAsl = AlZZ-Aiș \ =Zl^ \ ( c) ' i(s) An „ A :z Cîștigul (amplificarea) de curent sau raportul de transfer al eurenților : TaLs) = ț AaZiAșJ =Лі ( d) Ii(s) А u Au г FUNCȚII DE CIRCUIT Trebuie subliniat că : Aceste formule sînt valabile în absența surselor controlate și a dispozitivelor nereciproce sau nepasive Impedanțele de transfer nu sînt reciprocele admitanțelor de transfer Sensurile de referință ale curenților și tensiunilor trebuie să fie ca în fig Cînd circuitul conține surse controlate aceste formule particulare nu pot fi aplicate Totuși și în acest caz, funcțiile de transfer vor fi combinații liniare a unor rapoarte similare de determinanți și cofactori CIRCUITE MULTITERMIXALE Pînă acum, în studiul circuitelor electrice, am presupus că structura internă a circuitului este cunoscută și că se poate face o analiză în scopul determinării curenților și tensiunilor oriunde în circuit Totuși, foarte adesea, nu interesează curenții sau tensiunile în toate laturile, ci numai curenții și/sau tensiunile corespunzătoare terminalelor la care sînt făcute conexiuni exterioare circuitului De îndată ce este vorba de comportarea exterioară a circuitului, detaliile cu privire la structura internă a circuitului nu mai sînt importante, important fiind să cunoaștem relațiile între tensiunile și curenții la terminalele exterioare, care determină complet comportarea exterioară a circuitului Să considerăm circuitul reprezentat în fig , a, care are șase terminale la care sînt făcute conexiuni exterioare Cum vor fi definite variabilele curenți și tensiuni ? Să definim tensiunile astfel încît tensiunea fiecărui terminal să fie raportată față de un punct arbitrar dat? Sau față de masă ca Г ? Să fie definite ca tensiuni intre Fig Circuit (rețea) cu terminale CIRCUITE MULTITERMINALE perechi de terminale, cum ar fi U sau Г в ? Să fie definiți curenții în raport cu terminalele (cum ar fi I ) sau pe contur, intrînd într-un terminal și ieșind din altul (cum ar fi JJ ? De fapt, după cum vom observa, fiecare din aceste convenții pot fi utile în diferite scopuri în multe aplicații conexiunile exterioare sînt făcute numai la terminalele in perechi ale circuitului Fiecare pereche de terminale reprezintă o intrare sau o ieșire a circuitului și este descriptiv — o poartă Circuitul cu terminale din fig este reprezentat ca în fig , a ca un triport și ca un -port în fig , b De notat că nu vor fi făcute alte conexiuni Fig Un circuit cu terminale conectat ca : a — triport; b — — port exterioare decît la porțile arătate; de exemplu, în fig , a nu se va face nici o conexiune între terminalele și sau și Conexiunile trebuie să fie făcute astfel ca același curent care intră printr-un terminal ; porții să iasă prin cel de-al doilea terminal Tensiunea porții este tensiunea între perechile de terminale care constituie poarta Există o diferență de bază (în afara numărului de porți) între cele două tipuri de multiporți reprezentați în fig în fig , b, un terminal al fiecărei porți este comun tuturor porților Astfel tensiunile porților sînt identice cu tensiunile tuturor terminalelor in afară de unul față de care se măsoară aceste tensiuni Un astfel de circuit este numit un multiport cu bornă comună (terminal comun), sau у bornă la masă în primul circuit din fig nu se poate identifica un astfel de terminal comun (bornă comună), sau la masă Este posibil să fie necesare și alte feluri de conexiuni exterioare multi-’ ortului, în afară de cele de tipul conexiunilor la perechi de terminale, în acest caz, o descriere a circuitului în raport cu porțile sale nu este posibilă și va fi necesară în acest caz o altă metodă pentru descrierea multiportului ce va fi discutată în paragraful G FUNCȚII DE CIRCUIT CIKCl ITE DIPORT (CUADRIPOLI) Se poate începe prin a trata un circuit multiport general și a discuta seturile de ecuații ce leagă variabilele de la porți După aceasta, rezultatele pot fi aplicate cazului special al diportului (cuadripolului) O altă alternativă este de a trata mai întîi cel mai simplu multiport — diportul (cuadripolul), avîndu-se în vedere pe de o parte importanța de Fig Circuit diport (cuadripol) sine stătătoare a acestui circuit, iar pe de altă parte faptul că tratarea mai întîi a celui mai simplu caz poate conduce la înțelegerea mai ușoară a cazului general al multiportului Vom alege al doilea mod de abordare a problemei Un circuit diport (sau pe scurt — un diport) este ilustrat in fig Din cauza utilizării unui diport ca un circuit de transmisiune, una din porți — numerotată uzual cu — este denumită intrare; cealaltă — poarta este denumită ieșire Variabilele la porți (în raport cu cele două porți) sînt doi curenți de poartă și două tensiuni de poartă cu sensurile de referință standard (de referință) ca în fig (în unele lucrări sensul de referință pentru I este luat opus celui ales în fig ) Pentru comparația oricărei formule din alte publicații va trebui să verificăm comparativ sensurile de referință adaptate pentru parametrii diportului Circuitele exterioare (diportului), care pot fi conectate la intrarea diportului sau la ieșirea sa, sînt denumite terminații Vom folosi transformatele La place ale variabilelor și vom presupune că diportul este inițial relaxat și că nu conține surse independente Discuția care urmează, legată de diferite feluri de a descrie comportarea unui diport, poate apare într-un anume fel nemotivată Necesitatea unor metode diferite apare clar atunci cînd problema care se pune este proiectarea unor circuite ca filtre, circuite de adaptare, corectoare, etc O metodă de descriere, care este convenabilă, de exemplu, pentru un circuit de putere, poate fi mai puțin utilă în cazul unui filtru, sau complet nepotrivită pentru un amplificator tranzistorizat Din acest motiv, vom CIRCUITE DIPORT (CUADRIPOLI) descrie mai multe alternative echivalente pentru studiul comportării unui diport în problema de sinteză a unui circuit, pentru o aplicație specifică se convine, deseori, să se despartă problema complicată în cîteva părți Fiecare parte a circuitului total este proiectată separat și apoi reunite într-o manieră similară descompunerii originale Pentru a folosi acest procedeu este necesar să știm cum este legată descrierea comportării întregului circuit de comportarea părților componente Din acest motiv, vom trata problema interconectării diporților Multe rezultate obținute în acest paragraf necesită o sumă considerabilă de calcule algebrice elementare Nu vom parcurge toate etapele procedeului lăsînd cititorul să completeze calculele intermediare omise Parametrii in gol și în scurtcircuit Pentru a descrie relațiile între tensiunile și curenții la porțile unui multiport liniar sînt necesare atîtea ecuații liniare cîte porți sînt Astfel, pentru un diport sînt necesare două ecuații liniare ce leagă patru variabile Care variabile vor fi considerate dependente și care independente, este o problemă de convenție și de alegere într-o aplicație dată în cazul general al «-portului vor fi n variabile curenți și tensiuni Numărul de căi în care aceste n variabile pot fi aranjate în două grupe egale este ( «) !/(«!) Pentru un cuadripol, acest număr este Exprimând pentru un diport curenții în funcție de tensiuni, rezultă ru inătorul set de ecuații: AGO [AGO] Уп Ун ■ Угі У - ( ) Interpretarea acestor parametri rezultă simplu anulînd pe rînd fiecare tensiune Astfel: Уп(«) = Fi(s) FS- y (S) = î/ (S) hi ) Л(») У М ^(s) (И) Dimensional, fiecare parametru este o admitanță Anularea unei tensiuni la o poartă este echivalentă cu un scurtcircuit la acea poartă Din acest motiv parametrii у sînt denumiți — parametri admitanță în scurtcircuit (sau pe scurt parametrii y) Matricea acestor parametri este notată cu și se numește matricea admitanță în scurtcircuit Termenii yn și y sînt FUNCȚII DE CIRCUIT admitanțele de intrare în scurtcircuit la cele două porți, iar ?/ și i/ sînt admitanțe de transfer în scurtcircuit în particular, yiX este admitanța de transfer în sens direct — adică, raportul unui răspuns în curent la poarta către o excitație în tensiune la poarta , iar yn este admitanța de transfer în sens invers Un al doilea set de relații pot fi scrise exprimînd tensiunile la porți in funcție de curenții la porți: Tri(«) ( ) De această dată, interpretarea parametrilor se obține anulind pe rînd curenții Astfel: A(«) i -=o (s) /,- ( ) Dimensional, fiecare parametru este o impedanță Anularea curentului la o poartă este echivalentă cu lăsarea porții în gol Din acest motiv parametrii e sînt denumiți parametri impedanță în gol (pe scurt parametri in gol) Matricea parametrilor se notează cu Z ( și se numește matricea impedanței în gol Elementele și sînt impedanțe de intrare în gol la cele două porți, iar z și ~ sînt impedanțe de transfer în gol; este o impedanță de transfer în sens direct, iar « este o impedanță de transfer în sens invers Rezultă clar din ( ) și ( ) că matricele Yî și Z sint inverse una alteia, de exemplu : Y — У * SC У У = Z,„ det Zw Z ” г гП ( ) De aici rezultă că : det Y„ = det Z ( ) Demonstrația acestei din urmă relații este lăsată cititorului ca exercițiu Rezultatele obținute pînă acum se aplică fie că circuitul este pasiv sau activ, reciproc sau nereciproc CIRCUITE DIPORT (CUADRIPOLI) Să considerăm funcțiile de transfer y și y Dacă circuitul este :eciproc, conform definiției din paragraful , cele două funcții de Transfer vor fi egale De asemenea vor fi egale î] și z d adică pentru un circuit reciproc : / — У * — * J ( ) de unde rezultă și că pentru un circuit reciproc Ysc și Zec sînt simetrice Parametrii hibrizi Parametrii z și у sînt două căi de exprimare a relațiilor într e variabilele porților Aceștia exprimă două tensiuni in funcție de doi curenți - u reciproc Alte două seturi de ecuații pot fi obținute exprimînd un urent și o tensiune de la poiți opuse în funcție de cealaltă tensiune și urent Astfel: — іц ă * • (И) -І i ^ — v; • ( ) - ^ Interpretarea acestor parametri poate fi ușor determinată din ecuațiile precedente, ca fiind următoarea : Ъ ^ (S) * = A(«) = I i(s) |Ia = ( ) Se observă că parametrii h și g sînt interpretați în condiții mixte de terminație, unii din ei în gol, iar alții în scurtcircuit Aceștia sînt denumiți parametri hibrizi A și respectiv parametri hibrizi g Din aceste interpretări rezultă că Лп și g sînt impedanțe, iar hi și gu sînt admi- FUNCȚII DE CIRCUIT tanțe Acești parametri sînt legați de parametrii г și у prin relațiile : ffii = — «Ц У n — У ( ) Parametrii de transfer g și h sînt fără dimensiuni Mărimea /г este amplificarea (cîștigul) de curent în scurtcircuit în sens direct, gl este amplificarea de tensiune în gol în sens invers, iar ftl este amplificarea de tensiune în gol în sens invers Vom folosi literele H și G pentru a nota matricele corespunzătoare parametrilor h și g Prin calculul direct se determină următoarele relații între parametrii de transfer : ^ = — У ( a) în cazul special, al circuitelor reciproce, aceste expresii se simplifică devenind hl = — Л și g = — g l Cu alte cuvinte, în cazul circuitelor reciproce, amplificarea de tensiune în gol pentru un sens de transmisie prin diport este egală cu negativa amplificării de curent în scurtcircuit pentru sensul opus de transmisie Ca și în cazul matricelor Z ( și Yse matricele H și G sînt inverse una alteia Astfel: ( ) Cititorului îi rămîne să verifice acest lucru Parametrii lanț Au rămas două sisteme de ecuații care leagă tensiunea și curentul de la o poartă în funcție de curentul și tensiunea de la cealaltă poartă Acestea au fost de fapt din punct de vedere istoric primele folosite în analiza liniilor de transmisiune Unul din aceste sisteme este : A Bl Г V (s)' C o] L-la(s) ( ) z ABCD Parametrii impedanță în gol Z Z Parametri! admitanță în scurtcircuit Parametrii ant Z И ~~ z lzl ~ Z Z I z I lzl * * Z Z ' z • - Z Z У ІУІ - У A C AD-BC ІУІ С {/ У D ~ ІУІ ІУІ c С и - (АЛ-ВС) Un У в В - А Un У в В ~~ У - А В Un У - ІУІ - У С D Узі У - У в AD - ВС У У D D ІУІ - С ■ Ун У D D ІУІ У С - (AD-BC) — / У А А - У В ■ / У А А Tabelul Parametrii hibrizi Parametrii hibrizi? h * ^ t ft ^ Ни - Йа л * Яи ' F, = Fj- Se vede că ylt diferă de y ,t, ceea ce se poate întimpla din cauza sursei de curent controlate Dacă parametrii у sînt cunoscuți, oricare alt set de parametri poate fi calculat folosind relațiile din tab De notat că chiar în condițiile că Ct și C sînt zero și Hg infinit, parametrii у există dar parametrii s nu există (:u, z și z devin infinit i) INTERCONECTAREA CIRCI IȚELOR DIPORT Un circuit diport dat cu un anumit grad de complexitate poate fi privit ca fiind construit din circuite diport mai simple ale căror porți sînt interconectate în anume feluri Invers, un circuit diport, care urmează să fie construit, poate fi proiectat prin combinarea unor blocuri constructive simple Din punctul de vedere al proiectantului este mult mai simplu să proiectăm blocuri simple, pe care apoi să le interconectăm, în loc să proiectăm un circuit complex ca un tot unitar Un motiv în plus, de ordin practic, în favoarea acestui procedeu este acela că este mult mai ușor de ecranat unitățile mici și de a reduce astfel capacitățile parazite față de masă Conectarea în cascadă Interconectarea cuadripolilor poate fi făcută în mai multe feluri Cel mai simplu mod de interconectare a doi cuadripoli este conectarea lor în cascadă sau în tandem Doi cuadripoli se spune că sînt conectați în cascadă dacă poarta de ieșire a unuia este poartă de intrare a celui de-al doilea, ca în fig Fig Conectarea in cascadă a diporților INTERCONECTAREA CIRCUITELOR DIPORT în problema interconectării, din punctul de vedere al analizei, este interesant să studiem relațiile între parametrii întregului circuit și parametrii blocurilor constructive Conectarea în tandem este studiată cel mai convenabil cu ajutorul parametrilor ABCD Cu notațiile și sensurile de referință adoptate în fig , rezultă că : -Г/ 'Via a î b ' v Ii Ila a ^ b -І Astfel, pentru sistemul de ecuații ABCD al circuitului Nb putem scrie : ^ a 'Vu A Bb- ’ v - a - Ilb cb Db -I în plus, dacă scriem sistemul de ecuații ABCD pentru circuitul Na și ținem cont de relațiile precedente, se obține : ’ = Ba- V %a ’ Л ва' 'Ab Bb ' v - hi Va C)a ’ % а ,co Da Cb Db - I Astfel, matricea ABCD a unor cuadripoli în cascadă este egală cu produsul matricelor ABCD a cuadripolilor individuali, adică : -Ь В Aa Ba Ab Bb ( ) C D] Ca Db Odată cunoscute relațiile între parametrii cuadripolului total și para metrii cuadripolilor constitutivi pentru oricare set de parametri, relațiile pentru oricare alt set de parametri pot fi deduse prin calcul algebric; de exemplu parametrii în gol ai cuadripolului total pot fi găsiți în funcție de cei ai cuadripolilor in cascadă exprimînd parametrii z în raport cu parametrii ABCD pentru fiecare cuadripol în cascadă în parte Rezultatul va fi: z a ~ 'i + zllb g « g z a H- zllb ( ) z a ~ t> Z a ^ Z b Z b " Z a + zllb Detaliile acestui calcul sînt lăsate cititorului FUNCȚII DE CIRCUIT Sînt necesare cîteva observații Cînd se dorește să se determine un anume parametru specific unui cuadripol total în funcție de parametrii corespunzători cua(tripolilor interconectați, poate fi mai simplu de utilizat o analiză directă în locul folosirii relațiilor din tabelul Ca exemplu, să presupunem că dorim să găsim expresia lui « pentru circuitul din fig Elementul г este raportul între tensiunea de ieșire în gol și curentul de intrare; adică г = г/А- Să presupunem că se aplică circuitului la intrare un curent It și să înlocuim, folosind teorema de echivalență Thdvenin, circuitul din stînga bornelor de ieșire a lui Na Rezultatul este dat în fig Fig înlocuirea circuitului Na prin echivalentul său Thăvenin Prin definiție z il = У / Ь, cu terminalele poate fi ușor calculat Iu din circuitul din fig de ieșire în gol Acum Deci: în final: Ai- A А a + Alb s V Au A Ага + Alb г Za A Ala Alb ( ) rezultat care corespunde celui cuprins în relația ( ) O proprietate importantă a cuadripolilor conectați în cascadă se observă din expresiile impedanțelor de transfer ( ) Zerourile lui r sînt și zerou-rile lui ja și z b (O relație similară are loc și pentru z ) Astfel zerourile de transmisiune ale întregii cascade constau din zerourile de transmisie a fiecărei cuadripol component Aceasta este baza teoretică a unor metode importante de sinteză a circuitelor Acest fapt permite proiectarea indi- INTERCONECTAREA CIRCUITELOR DIPORT viduală a cuadripolilor care să asigure anumite zerouri de transmisiune înainte de conectarea lor în cascadă; de asemenea permite ajustarea și reglajul individual al elementelor în cadrul fiecărui cuadripol, pentru a obține un zero dorit, fără a influența ajustarea întregului cuadripol Conectarea paralel și serie Să ne întoarcem la alte interconectări ale cuadripolilor care, spre deosebire de conectarea în cascadă, implică ambele porți Două posibilități evidente sînt conectările serie și paralel Doi cuadripoli se spune că sînt Fig Conectarea diporților în paralel și serie conectați în paralel dacă porțile lor de intrare și ieșire corespunzătoare sînt conectate în paralel ca în fig , a în conexiunea paralel tensiunile de la intrarea și ieșirea cuadripolilor componenți sînt obligate să fie aceleași în timp ce curenții la porțile cuadripolului total sînt egali cu sumele curenți-lor corespunzători la porțile cuadripolilor conectați în paralel Aceasta presupune că relațiile între porțile cuadripolilor individuali nu sînt alterate cînd aceștia sînt conectați în paralel în acest caz, pentru cuadripolul total se poate scrie : Im' + Ab' У a У а Via' Л - -^ a- V - У a У a - î a У Ь У Ъ ^ I” У а “Ь У Ь -Уііь У b L J ІУ а Унъ У а + У Ь У а * У Ь - ^ - ( ) Adică, matricea admitanțeior în scurtcircuit a doi cuadripoli conectați în paralel este egală cu suma matricelor admitanțeior în scurtcircuit a cuadripolilor componenți Ysc = Ysce +Y scb ( ) FUNCȚII DE CIRCUIT Dualul conexiunii paralel este conexiunea serie Doi cuadripoli sînt conectați în serie dacă porțile lor corespunzătoare de intrare și ieșire sînt conectate în serie ca în fig , b în această conexiune curenții de la intrare și de la ieșire sînt forțați să fie aceiași, în timp ce tensiunile cuadripolnlui total sînt egale cu sumele tensiunilor de la porțile cuadripolilor individuali Din nou se presupune că relațiile între porțile cuadripolilor individuali nu sînt afectate cînd este făcută conectarea cuadripolilor în acest caz relațiile ce pot fi scrise pentru cuadripolul total sînt: - a '• a + * * До а + ~u(» * * -^ Ь ,^ a T г а Г ~ o *-la г а L f а г в ( ) Adică, matricea impedanțelor în gol a doi cuadripoli conectați în serie este egală cu suma matricelor impedanțelor în gol a cuadripolilor componenți: ( ) Dintre aceste două tipuri de conexiuni — serie și paralel — conexiunea paralel este mult mai utilă și își găsește o largă aplicare în sinteza circuitelor Un motiv de ordin practic este acela că permite conectarea în paralel a doi cuadripoli cu bornă comună (cu bornă la masă), rezultatul fiind un cuadripol eu bornă comună Un astfel de exemplu este circuitul paralel în scară, (al cărui caz special este circuitul dublu T sau T-podit) arătat in fig Fig Circuite in scară conectate in paralel Pe de altă parte conectarea în serie a doi cuadripoli conduce la un cuadripol cu bornă comună numai dacă unul din cuadripoli este un cua- dripol în T Să considerăm doi cuadripoli cu bornă la masă conectați în serie ca în fig , a Este clar că o astfel de conectare este inadmisibilă deoarece terminalul de masă a lui N« va scurtcircuita pe Nb, vio- INTERCONECTAREA CIRCUITELOR DIPOET lindu-se astfel condiția ca cuadripolii individuali să fie neafectați de interconectare Situația este remediată legînd împreună terminalele comune ale celor doi cuadripoli ca în fig , b în acest caz cuadripolul Fig Conectarea în serie a diporțiior cu bornă comună rezultat nu mai este un cuadripol cu bornă comună Dacă unul din cuadripoli este în T, conectarea în serie ia forma din fig , c Acesta poate fi redesenat ca un cuadripol cu borna comună ca în fig , d Se lasă cititorului demonstrația că ultimii doi cuadripoli au aceiași parametri z Sînt posibile unele variații ale conexiunii serie și paralel conectînd porțile în serie la un capăt și în paralel la celălalt capăt Acestea sînt numite conexiuni șerie-paralel, și paralel-serie Cum se poate presupune, in aceste cazuri, parametrii Л și ai cuadripolilor individuali sînt aceia care adunați dau respectiv parametrii h și g ai cuadripolului total Demonstrația este lăsată cititorului ca exercițiu Restricții la interconectarea cuadripolilor Ne-a rămas să stabilim condițiile în care doi cuadripoli pot fi interconectați fără a afecta prin conectare relațiile între porțile cuadripolilor individuali Pentru conexiunea paralel să considerăm fig Cîte o pereche Fig Test pentru conectarea diporțiior în paralel ) FUNCȚII DE CIRCUIT de porți a fiecărui cuadripol este conectată în paralel în timp ce celelalte porți sînt scurtcircuitate individual Sînt folosite scurtcircuitele deoarece parametrii care caracterizează cuadripolii individuali și cuadripolul total sînt parametrii admitanței în scurtcircuit Dacă tensiunea F arătată in fig este nenulă, atunci cînd porțile secundare vor fi conectate va exista un curent de circulație cum este sugerat în figură Astfel, condiția potrivit căreia curentul ce iese din terminalul unei porți să fie ega cu curentul ce intră în celălalt terminal al porții este violată, și prin urmare relațiile între porțile cuadripolilor individuali vor fi afectate de interconectare Pentru cazul conexiunii serie, să considerăm fig a b Fig — Test pentru conectarea diporților în serie Cîte o pereche de porți a fiecărui cuadripol este conectată în serie în timp ce celelalte porți sînt lăsate în gol Sînt folosite gol-circuitele (porțile lăsate în gol) deoarece parametrii care caracterizează cuadripolii individuali și cuadripolul total sînt parametrii impedanță în gol Dacă tensiunea F este nenulă, la conectarea în serie a porților secundare va exista un curent de circulație cum este sugerat în figură Din nou relațiile între porțile cuadripolilor individuali vor fi modificate prin conectarea cuadripolilor și astfel adunarea parametrilor impedanță nu va mai fi valabilă pentru întreg circuitul Cu unele modificări evidente, aceste teste se aplică conexiunilor serie-paralel și paralel-serie Discuția precedentă asupra condițiilor în care pot fi obținuți parametrii totali ai cuadripolilor interconectați prin adunarea parametrilor cuadripolilor componenți a fost mai curînd o schițare a problemei Se lasă cititorului sarcina de a suplini detaliile Cînd se descoperă că o anumită interconexiune nu poate fi făcută datorită introducerii eurenților circulatori, există o cale de a opri acești curenți și de a permite astfel să fie făcută conexiunea Procedeul este CIRCUITE MULTIPORT simplu și constă in punerea la una din porți a unui transformator ideal izolator cu raportul de transformare : , așa cum este ilustrat in fig , pentru cazul conexiunii paralel Fig Utilizarea unui transformator-izolator pentru a permite intercnoectarea CIRCUITE MULTIPORT Paragraful precedent s-a ocupat în detaliu de circuitele diporți (cuadripoli) Să ne întoarcem atenția la circuitele avînd mai mult decît două porți Ideile discutate în ultimul paragraf se aplică de asemenea mulci-porților cu extensiile corespunzătoare Să considerăm circuitul я-port arătat în fig Fig Circuit-(rețea) multiport Comportarea exterioară a acestui circuit este complet descrisă dîndu-se relațiile între tensiunile și curenții la porți Un set de astfel de relații exprimă toate tensiunile la porți în funcție de curenții la porți -Р/ • • • ' ■ = Z " • • • ~ n І -t- "пѣ • • • ^nn- in - ( a) FUNCȚII DE CIRCUIT sau V = zoc I ( b) Prin observație directă se vede că parametrii pot fi interconectați ca : P I Zik = ~ ilotl Cdlaltl curenți- care este pur și simplu extinderea caracterizării unui cuadripol prin impe-danțele în gol Matricea Zoc este asemănătoare celei din relația ( ) cu deosebirea că este de ordinul n Matricea admitanțelor în scurtcircuit pentru un cuadripol poate fi extinsă direct pentru un n-port Astfel: I = Y c V, YJc = ( a) unde Уік — Toate celelalte ( &) V j- tensiuni = Dacă acum ne gîndim să extindem reprezentarea cu ajutorul parametrilor hibrizi ai cuadripolilor ne vom izbi de anumite probleme în această reprezentare variabilele sînt mixte — curenți și tensiuni Cum vor fi alese variabilele „independente și „dependente pentru un circuit cu mai mult de două porți ? în cazul unui triport, de exemplu, pot fi făcute următoarele trei alegeri: Г ' A ’ = MX h U J І = M A ’ v Ka = M ГГ ] I LvJ -ІЗ Tot așa de bine pot fi alese și inversele acestor relații în aceste aleger i fiecare vector conține exact o variabilă din fiecare poartă Este de asemenea posibilă o alegere ca : •Р/ ГА • Y = M ІЗ ІЛ J unde fiecare vector conține și curentul și tensiunea unei anumite porți Primele categorii sînt analoage reprezentărilor cu ajutorul parametrilor hibrizi h și g din cazul cuadripolilor Ultimele au ceva din trăsăturile MATRICEA DE ADMITANȚA NEDEFINITA reprezentării cu ajutorul matricei lanț Este clar că nu este convenabil să urmăm această logică a reprezentărilor posibile pentru un caz general Ca și în cazul cuadr ipolilor, este posibil să interconectăm circuitele multiport Doi multiporți se zice că sînt conectați în paralel dacă porțile lor sînt conectate în paralel în perechi Nu este necesar ca cei doi multiporți să aibă același număr de porți Porțile sînt conectate în paralel pînă la terminarea lor și nu are importanță dacă s-au terminat în același timp pentru ambele circuite sau mai devreme pentru unul în mod similar, doi multiporți se zice că sînt conectați în serie dacă porțile lor sînt conectate în serie în perechi Din nou, cei doi multiporți nu trebuie să aibă obligatoriu același număr de porți Ca și în cazul cuadripolului matricea у generală a doi «-porți conectați în paralel este egală cu suma matricilor у ale n-porților individuali Similar, matricea z generală a doi «-porți conectați în serie este egală cu suma matricelor z ale n-porților individuali Acestea, desigur, presupun de asemenea ca interconectarea nu alterează parametrii n-porților individuali MATRICEA DE ADMITANȚĂ NEDEFINITĂ Descrierea unui circuit prin comportarea sa la porți este posibilă numai dacă conexiunile exterioare circuitului sînt făcute la terminale luate în perechi în general terminalele nu vor fi împerechiate pentru a forma porți în acest caz va fi util să avem o descriere a comportării externe a circuitului luat mai de grabă ca un circuit multiterminal decît ca un circuit multiport în acest paragraf vom introduce o astfel de descriere Să ne întoarcem la fig Circuitul cu șase terminale arătat acolo este reprezentat ca un -port cu bornă comună, definind tensiunile a cinci dintre terminale în raport cu cel de-al șaselea terminal luat ca nod de referință Pentru un astfel de multiport cu bornă comună să presupunem că alegem ca nod de referință un punct arbitrar exterior circuitului așa cum este arătat în fig pentru un circuit «-terminal Vom presupune că circuitul este conect, ceea ce presupune că nici un terminal nu este izolat de restul circuitului Legea lui Kirchhoff privind curenții acestui «-terminal se scrie clar : s h (») = FUNCȚII DE CIRCUIT Deoarece circuitul este liniar, curenții pot fi exprimați ca o combinație liniară a tensiunilor terminalelor, astfel că : pi 'У У • • • У л У У ■■ ■ Угп -Ут Уп •• ■ упп ( ) Fig Definiția variabilelor terminalelor Dimensional, elementele matricei coeficient a acestei ecuații sînt admitanțe; mai precis, admitanțe în scurtcircuit în fig , b toate terminalele sînt conectate la un nod de referință, iar între terminalul к și nodul de referință este conectată o sursă de tensiune Acum poate fi determinat fiecare curent de terminal Parametrii matricei vor fi: Уік = Ii Toate celelalte terminale la mas& ( ) Aceștia sînt asemănători parametrilor у pentru un diport Să examinăm relațiile de mai jos Matricea coeficient din relația este denumită matricea de admitanță nedefinită și este notată cu Y( în continuare vor fi date cîteva din proprietățile acestei matrice în primul rînd să presupunem că ecuațiile scalare, reprezentate de ecuația matriceală ( ), sînt toate adunate Potrivit legii eurenților a lui Kirchhoff suma eurenților este zero, astfel: ( /n + î/ + • • • + ^і)Л + (У + У + ■ • • + Упг№ + • • • + (Уіи + У п + = MATRICEA DE ADMITANȚA NEDEFINITA Expresiile din interiorul fiecărei paranteze sînt sumele elementelor coloanelor matricei Yj Tensiunile terminalelor sînt toate independente Să presupunem că toate terminalele, exceptînd terminalul A', sînt scurtcircuitate în acest caz, relația de mai sus se reduce la : (Уік " Угк + • • • + к = - ( ) Eccaiece =/= rezultă că suma elementelor fiecărei linii a matricei de admitanță nedefinită este nulă Deci liniile nu sînt toate independente și prin urmare Y este o matrice singulară Ceea ce este valabil pentru coloane este valabil și pentru rînduri Să presupunem că toate terminalele, exceptînd terminalul Ă-, sînt lăsate in gol și că terminalului Л i se aplică o sursă de tensiune Vk Presupunînd, in continuare că nici un terminal nu este izolat, tensiunile tuturor celorlalte terminale vor fi de asemenea egale cu Vk Evident, toți curenții vor fi nuli, cu excepția lui Ik Cu toate tensiunile egale, relația ( ) poate fi scrisă pentru curentul I, astfel : Ij = (Vil + ?/j + • • • + k = Deoarece Vk =/= , suma elementelor fiecărui rînd a lui Y{ este egală cu zero Odată cunoscută matricea de admitanțe nedefinită, pentru un circuit cu n + terminale, este simplu să-l transformi intr-un n-port cu bornă comună Fie al ,,n + l“-lea — terminalul care va fi comun n-portului: tensiunea sa va fi zero Astfel ultima coloană a luiY, în ( ) poate fi omisă, deoarece elementele ei sînt coeficienții acestei tensiuni care este zero De asemenea, curentul acestui terminal care este redundant, cum rezultă din legea curenților lui Kirchhoff și, deci, și ultimul rînd a lui Y; poate fi omis Deci, transformarea unui terminal al circuitului in bornă comună se obține prin omiterea liniei și coloanei corespunzătoare acelui terminal din matricea admitanțelor nedefinită Operația inversă permite formarea matricei ¥ ; din matricea dmitanțelor în scurtcircuit a unui n-port cu borna comună ; adică dîndu-se matricea admitanțelor în scurtcircuit a unui n-port cu bornă comună, •e adaugă matricei un alt rînd, ale cărui elemente sînt sumele cu semn -chimbat ale tuturor elementelor coloanei corespunzătoare Apoi se adaugă c altă coloană, ale cărei elemente sînt sumele, cu semn schimbat, ale tuturor dementelor liniei corespunzătoare Să ilustrăm acest proces cu un diport cu bornă comună reprezentat n fig , a Tensiunile la porți, care în mod normal sint notate cu Fx - Г,, vor fi notate cu Fac și Vbc, pentru a sublinia cele două terminale FUNCȚII DE CIRCUIT ale fiecărei porți în fig , nodul-tensiune de referință este ales ca un punct diferit de terminalele cuadripolului Să scriem mai întîi ecuațiile pentru diport; apoi să înlocuim pe V„c cu Pj — F și Vbc cu Г — F : Д = Уці «с “Ь ~ yn(î i î з) "Ь /іг( î î )? ^ — Jhl^ac "Ь У ^Ьс = # î з) + # ( ^ ^з)- Diportul cu bornă la masă reprezentat ca un circuit tri-terminal Din legea lui Kirchhoff privind curenții rezultă că Z din fig b este egal cu — (Д + I ) Adăugind această relație celor două relații precedente se obține: Д — У Ц + У ^ (#n “Ь У ) ? ^ — Уіі^ “Ь # î (# “Ь # z)l ? ( ) Ц = — (Уп + У i) — (# + У )^ + (Уп + у а + У + #аг)^з- Matricea coeficient a acestei ecuații este Yf De notat că această matrice poate fi formată imediat din matricea originală Ysc, prin procedeul de adăugare a unei linii și coloane folosind proprietatea anulării sumei elementelor liniilor și coloanelor matricei Y; Procedeul discutat conține și o metodă ca, plecînd de la matricea Yec a unui multiport cu un terminal ca bornă comună, să se determine matricea Ys ) se determină Zodl) Din Zec(), se obține Z; prin adăugarea unei linii și a unei coloane, folosind proprietatea anulării sumei elementelor liniilor și coloanelor acestei matrice FORMULE TOPOLOGICE PENTRU FUNCȚIILE DE CIRCUIT Să recapitulăm pe scurt ce s-a făcut în acest capitol în primul paragraf am definit funcțiile de circuit ca relații intre transformatele Laplaee ale răspunsului și excitației circuitului Acestea pot fi funcții de intrare sau funcții de transfer; dar, în cazul circuitelor liniare și cu constante concentrate, ele vor fi toate funcții raționale de variabilă frecvență complexă s Expresiile pentru oricare din aceste funcții pot fi găsite rezolvînd ecuațiile la noduri sau pe contur, în toate cazurile funcțiile de circuit pot fi exprimate ca un raport între determinantul matricii admitanțelor la noduri și cofactorii ei sau a ma-tricii impedanțelor pe contul' și cofactorii ei Paragrafele următoare ale acestui capitol au fost dedicate unor discuții asupra diferitelor moduri de descriere a comportării externe a unui circuit Descrierile de pînă acum conduceau la definirea unor funcții de circuit în diferite condiții impuse terminalelor (impedanțe în gol, admitanțe în scurtcircuit, etc ) Oricare din aceste funcții pot fi evaluate așa cum s-a arătat în primul paragraf Calculul lor se reduce la calculul unor determinanți și a cofactorilor săi Să ne întoarcem acum la găsirea unor procedee simple de evaluare a acestor determinanți Metodele uzuale de evaluare a acestor determinanți (de exemplu, dezvoltarea după minori sau condensarea pivotală) necesită multiplicarea multor elemente și adunarea acestor produse, în acest proces mulți termeni pot eventual să dispară, dar asta numai după un calcul lung și laborios Ar fi de un real folos să știm de la început care termeni vor dispare în final Metoda pe care o vom discuta corespunde acestui scop Determinantul matricei admitanțelor la noduri Vom începe considerînd ecuațiile la noduri YB(«)V„(s) = J(s) unde : Y„ = AYA', ( ) FORMULE TOPOLOGICE PENTRU FUNCȚIILE DE CIRCUIT in care A este matricea de incidență și Y este matricea admitanțelor pe laturi în acest paragraf vom restrânge discuția la cazul circuitelor pasive, reciproce, fără cuplaje mutuale, adică la cazul circuitelor RLC fără trans-foimatoare Ne interesează să evaluăm det (AYA') Pentru aceasta aplicăm teorema Binet-Cauchy, care conduce la relația : det AYA' = Ș produsele det majori corespunzători lui (AY) și A' ( ) toti det majori Am considerat produsul AY ca una din cele două matrici la care se referă teorema Vom reaminti cîteva din proprietățile lui A și Y Matricea admitanță Y a brațelor nnui circuit RLC fără transformatoare este o matrice diagonală, unde y, pentru j = , , ,& vor fi elementele diagonale Să ne reamintim de asemenea că submatricile nesingulare ale lui A corespund arborilor grafului circuitului, iar determinanții acestor matrici sint egali cu ± Matricea AY are aceeași structură ca și A cu excepția coloanei j • re va fi multiplicată cu ys Deci, și submatricile nesingulare ale produsului AY vor corespunde arborilor grafului circuitului, dar în acest caz, valoarea determinanților majori nu vor mai fi ci va fi egală cu piodusul admitanțelor laturilor arborelui corespunzător Așa cum s-a discutat în capitolul anterior, submatricea A' este pur și simplu transpusa • l matricei A Deci o matrice nesingulară a lui A' va avea același deter-r inant (± ) ca și submatricea corespunzătoare a lui A în consecință f vcare termen din însumarea ( ) va fi produsul admitanțelor tuturor ramurilor arborelui, pe care îl vom numi produsul admitanțelor arborelui și-l vom nota cu T(y) Deci: A|„ = det AYA' = j T(y) toți a rborii = Ș produsele admitanțelor arborelui , arborii Acest rezultat foarte interesant a fost pentru prima dată demonstrat de către Maxwell Deci, pentru a calcula determinantul matricei admitanțelor la noduri a unui circuit vom determina mai întîi toți arborii grafului circuitului, roi vom multiplica admitanțele brațelor fiecărui arbore, iar în final vom aduna aceste produse pentru toți arborii (Pentru simplitate vom spune adesea „produsele arborilor” în loc de „produse ale admitanțelor arborilor ) FUNCTH DE CIRCUIT Pentru a ilustra acest rezultat să considerăm exemplul arătat în fig Vom presupune că circuitul va fi excitat de o sursă de curent la bornele rezistenței /? Sînt patru noduri în circuit, astfel că fiecare arbore va avea trei ramuri Arborii circuitului vor fi: Fig Exemplu pentru evaluarea lui det AYA' De notat că, în acest exemplu, determinarea tuturor arborilor nu constituie o dificultate Deoarece, pentru un circuit cu » -j- noduri, fiecare arbore conține n ramuri, un procedeu de a determina toți arborii circuitului constă în a lista toate combinațiile de b laturi luate cîte n Dintre acestea se vor elimina acele combinații care conțin cel puțin un ochi și care nu pot forma un arbore Întorcîndu-ne la exemplu, odată arborii circuitului aflați, se determină produsele admitanțeior arborilor De fapt acest lucru poate fi făcut astfel ca termenii cu aceleași puteri ale lui s să fie scriși împreună Rezultatul va fi: det AYA' = tWtCA + G + t?g) + s C^G, + (îe) + + Ge) + + G g g + A ((? + Gft) % (b\ -|- G ) + (ВД + L J b;j A Ь + Gfi + ед Cofactori simetrici ai matricei admitanțeior la noduri Să ne întoarcem acum la cofactorii lui det AYA' îi vom împărți în două grupe : cofactor simetrici, cum ar fi Д, și cofactori asimetrici, cum ar fi AiJfc Vom considera mai întîi cofactorii simetrici Cofactorul FORMULE TOPOLOGICE PENTRU FUNCȚIILE DE CIRCUIT A , se obține din matricea admitanțelor la noduri prin suprimarea liniei și coloanei j Același rezultat se obține dacă în AYA', vom suprima linia j a primei matrici și coloana J a ultimei matrici a produsului Dar coloana j a matricii A' este linia j a lui A Să notăm cu A ,- matricea A cu rîndul ; omis Astfel: Д„ = det(A ,YAlj) ( ) Ce semnificație are A j pentru circuit"? Deoarece fiecare rînd a lui A corespunde unui nod care nu este nod de referință, omiterea unui rînd corespunde scurtcircuitării nodului respectiv la nodul de referință Dacă circuitul original era notat cu N, să notăm cu N f — circuitul care rezultă prin scurtcircuitarea nodului j la nodul de referință Atunci A , este matricea de incidență a circuitului în consecință : A, = det (А ; YA' j) = £ produsele admitanțelor arborilor lui A , arborii lui N—i ( o) Această expresie poate fi folosită la determinarea lui Дз dar este mult mai utilă pentru a stabili legătura dintre Дя și circuitul original N Acum N j are cu un nod mai puțin decît N, deci cu o ramură mai puțin într-un arbore Un arbore a lui N s nu poate fi un arbore alini N și nu poate conține un contur (o buclă) a lui N Astfel, deoarece un arbore a lui N~} are o ramură mai puțin decît un arbore al lui N, un arbore alini N j poate fi conținut într-un arbore al lui N Să notăm cu un arbore al lui și să-l presupunem conținut în T — care este un arbore a lui N Evident, este un semigraf a lui T (Aceasta nu contrazice faptul că este o parte a subgiafului luiA ,) Deoarece in T j, ca un subgraf al lui T s, nodul j și nodul de referință d sînt scurtcircuitate, nu există nici o cale între ele Deci nodurile j și d sînt fiecare într-o parte diferită a lui T s ca subgraf a lui T O astfel de structură se numește biarbore Explicit, într-un circuit cu (n + ) noduri, П ЫатЪоге este un set de n — laturi care nu formează ochiuri și care țț pară un arbore dl circuitului în două părți conecte Pr odusul admitanțelor brațelor ce constituie un biarbore se numește produs admitanță ■i biarborelui și se notează cu zT(y) Se utilizează indici pentru a indica nodul care este necesar să fie într-o parte diferită a grafului Astfel :Т;Л(у) semnifică un produs admitanță a biarborelui în care nodurile și d sînt părți diferite ale grafului Pentru exemplul din fig , circuitul este format prin scurtcircuitarea nodurilor și , așa cum este arătat în fig Seturile de laturi notate cu , , și sînt patru din arborii acestui circuit Pentru circuitul original N, aceste seturi de laturi au configurațiile arătate in fig Fiecare din acestea sînt un biarbore cu nodurile și în părți diferite în unele din ele nodurile și sînt noduri izolate, în altele nu sînt FUNCȚII DE CIRCUIT în afară de acestea, sint și alți biarbori ( , , și ) în care nodurile și sînt în diferite părți Toate acestea contribuie la calculul lui Дп Fig Circuitul V ; corespunzător lui Л' din fig Odată cu introducerea conceptului de cofactorul Дя ( ) poate fi rescrisă astfel: biarbore, expresia pentru Дя = Т й(?/) = j produsele admitanțelor biarborilor (j, d) ( ) tofcl K toți biarborii biarborii unde d este nodul de referință Fig Cîțiva din bi-arborii (/,/) ai circuitului Л' din fig Avînd formulele pentru Д și cofactorii simetrici putem evalua funcțiile de intrare ale circuitului Fie circuitul У din fig , considerat pasiv și fără transformatoare și presupus excitat de o sursă de curent Fig Calculul funcției de intrare FORMULE TOPOLOGICE PENTRU FUNCȚIILE DE CIRCUIT Să alegem ca nod de referință pentru tensiunile de noduri, terminalul cel mai de jos al sursei (notat cu ) Expresia impedanței de va fi: intrare ( ) și ( ) ( ) Substituind pentru A și Au expresiile corespunzătoare ( ) se obține : S î\ o(l/) S produsele biarborilor ( , ) S T(y) S produsele arborilor Acesta este într-adevăr un rezultat foarte util, deoarece permite evalua-іеа funcțiilor de intrare a unui circuit simplu și chiar a unor circuite de o complexitate structurală moderată prin simpla lor inspecție, fără o analiză extinsă Mai mult chiar, rezultatul cuprins în relația ( ) poate fi aplicat pentru circuite mult mai complexe folosind un calculator digital —căutînd mai iutii toți arborii și biarboiii circuitului iar apoi formînd produsele necesare Să aplicăm formula ( ) filtrului trece sus din figura , pentru care -e dorește să se determine funcția de intrare Sînt patru noduri, deci, trei ramuri într-un arbore și două laturi mti-un biarbore Arborii și biarboiii ( , ) vor fi: Arbori Biarbori ( , ) (Latura conectează două noduri de intrare astfel că poate fi eliminată pi n definiție dintr-un biarbore) Se formează acum produsele admitanță FUNCȚII DE CIRCUIT Aceste produse pot fi scrise desigur în orice formă dar putem grupa produsele fiecărui arbore sau biarbore după puterile lui s Rezultatul va fi: Z( ) = G*c°sî + sC^ + б) + + Gs) + + G*G* + G*G* I (\С С ^ + s [C C ( ' + G ) + C C^G, + (? ) -C C C? ] j + *[( «? + G )(C\ + C ) + G (CA + C G )] + GtG G J ( ) Din dezvoltarea precedentă și așa cum a fost ilustrată și de exemplu, formulele topologice pe care le-am descris pot fi numite formule de efort minim, căci nu a existat nici o eliminare a vreunui termen — fiecare termen evaluat a apărut în rezultatul final Cofactor! nesimetrici ai matricei admitanțelor ia noduri Matricea admitanțelor la noduri fiind cunoscută ne răniîne să discutăm cofactorii nesimetrici de forma Acum A;j; = (— )*+J At(), unde este minorul corespunzător Pentru a forma pe JJif, vom șterge din matricea admitanțelor la noduri linia i și coloana j Deci este nevoie să examinăm det (A jYA' j) Folosind teorema lui Binet-Cauchy rezultă : ( - ) ) ) FUNCȚII DE CIRCUIT Funcția de transfer va fi Fg = sC Gt + G G fx c c^ + s[c ((? + e ) + c (g + t?s)] + ад + ад -ад Poate fi observat aici un element foarte interesant Există un termen comun în cei doi biarbori in ( ) care dispar după substituția în relația ( ) Astfel această formulă nu este o formulă de tipul „efortului minim'‘ O altă observație interesantă poate fi făcută comparînd produsele biarbore în ( ) cu ТІі (?/), care este numitorul lui ( ); Th (y) conține integral pe Ti o( */) și pe î'i o( '/)- Aceste observații motivează discuția care urmează : Să considerăm un biarbore (j, d) și un nod i Acest nod trebuie să fie într-o parte a grafului care îl conține fie pe j fie pe d Astfel suma lui Tij,d(y) și Tj,di(y) trebuie să conțină toți termenii conținuți in Tj,d(y) adică: E ЗД) = E ,u d( '/) - £ T}Mi(y) ( ) Această relație poate fi folosită pentru a scrie următoarele identități: £ Ы) - E т (//) - £ Tm o(y), ( «) £ т М = E т ,оа(у) - E î’i o(y) ( ) De notat că ele au termeni comuni Cînd relațiile sînt înserate in ( ) rezultatul devine: î E [ У , з(У) ^l oa(y)] Fi ’ Ё Л (?) în contrast cu ( ) aceasta este o formulă de „minim efort , deoarece nodurile și sînt în părți separate ale grafului în ambele produse biarbore la numărător Acest rezultat pune în evidență și faptul că admitanța de sarcină nu poate apare la numărător Ca o ilustrare finală să folosim această formulă pentru a calcula raportul de transfer al tensiunilor F /F pentru circuitul din fig în acest exemplu nodul joacă rolul nodului din exemplul precedent Biarborele ( , ) a fost prezentat în fig Se poate scrie că : E “F > (i/) = (?ів , E î’ l('/) = Deoarece matricea impedanțelor laturilor Z este o matrice diagonală, produsul impedanțelor din expresia de mai sus este pur și simplu valoarea determinantului lui Z Astfel acesta poate fi rescris ca : ДІ, = (det Z)A|, ( ) Fig Ilustrarea importanței condițiilor de terminație Aceasta este un rezultat foarte important, care spune că determi-nanții de contur și la noduri, deși provin din matrici diferite (care, în general au ordine diferite) sînt legați într-un nod foarte simplu în particular dacă se consideră că fiecare R, L și C sînt într-o latură a circuitului, cei doi determinanți pot să difere cu cel mult printr-un factor de multiplicare ksp Aceasta înseamnă că determinanții de contur și la noduri au întotdeauna aceleași zerouri exceptînd unele zerouri posibile la s = ; adică se poate spune că frecvențele naturale nenule ale unui circuit sînt independente de metoda de analiză (pe contur sau la noduri) aleasă în această formulare, legătura dintre cei doi determinanți se aplică și circuitelor care conțin inductanțe mutuale și transformatoare Trebuie subliniat că această relație între determinanți se aplică numai dacă determinanții se referă la același circuit Din acest punct de vedere sînt posibile mari erori De exemplu, să considerăm situația din fig , a Să presupunem că o sursă de tensiune se aplică terminalelor a și b Plecînd de la matricea impedanțelor de contur și considerînd sursa de tensiune ca un scurtcircuit, rezultă circuitul din fig , b pentru calculul lui Д|, Aceasta are un nod mai puțin și, în consecință, o ramură mai puțin într-un arbore, decît circuitul original Ar fi o greșeală să ne imaginăm că ДІ, pentru circuitul din fig , a este legat printr-o relație de tipul ( ) de ДІг pentru circuitul din fig , b Dacă primul circuit este notat cu A, atunci cel de-al doilea este obținut prin scurt- FORMULE TOPOLOGICE PENTRU FUNCȚIILE DE CIRCUIT ircuitarea nodului a cu b Aceasta este ceea ce am numit un circuit >ă ne întoarcem la cofactorii lui Д|„ și să considerăm mai întîi cofactorii ^metrici de forma Дя = det B ZB' j, unde B ; este matricea obținută ■ ' in matricea В omițînd rîndul j Omiterea rîndului j din matricea В semnifică distrugerea conturului j în circuit Pentru a distruge un contur, vom lăsa pur și simplu în gol, avînd grijă să nu lăsăm în gol în același 'imp și alte contururi Acest lucru este posibil dacă conturul j conține latură care nu mai este conținută de nici un alt contur Circuitul rezultat, ind conturul este lăsat în gol va avea un contur mai puțin decît circuitul Fig Funcția de intrare original Determinantul Дл- este pur și simplu determinantul matricii impedanțelor de contur a acestui nou circuit Astfel relația ( ) se aplică entru evaluarea sa numai că este vorba de un circuit nou cu un contur mai puțin Ideile dezvoltate anterior vor deveni mult mai clare dacă le vom •iliza pentru a găsi impedanța de intrare a circuitului din fig Să notăm cu N circuitul cînd terminalele sînt lăsate în gol, cu alte ivinte cînd conturul este deschis Atunci, aplicînd o sursă de tensiune ireuitul rezultat va fi Alj deoarece sursa se comportă ca un scurtcircuit Aceasta înseamnă că Д|„ va fi evaluat cu ajutorul relației ( ) Teatru circuitul А х Reamintind că produsele admitanțeior arborilor • entru circuitul N r sînt produsele admitanțeior biarborilor circuitului A, : ezultă că produsele impedanțelor coarborilor pentru N-r sînt produsele pedantelor eo-bi-arborilor pentru N Admitanța de intrare la terminalele circuitului N este dată de rela-ția ( ) ca fiind l’(J) = Ди/Д|г, unde Дц este determinantul circuitului N are rezultă cînd conturul al circuitului А г este deschis (lăsat în gol) Astfel, deoarece Z(s) = /Y( ) vom găsi că: z( ) = A Дц z produsele impedanțelor co-bi-arborilor ( , ) S produsele impedanțelor coarborilor SW)] ( ) Notația pare dificilă, dar ideea este simplă Astfel C[ Ti, (z)] este un sim-; ol — pentru anumite operații, care se poate citi: găsește un biarbore FUNCȚII DE CIRCUIT în care nodurile și sînt în părți diferite; ia laturile care nu sînt în biarbore și multiplică între ele impedanțele lor Numărătorul lui ( ) este suma unor astfel de produse pentru toți biarborii ( , ) De notat că acest rezultat putea fi anticipat din expresia impedanței dată de relația ( ) dedusă din matricea admitanțelor la noduri Să presupunem că numărătorul și numitorul acestei expresii sînt multiplicați prin det Z Așa cum s-a discutat mai sus, fiecare termen, care este compus din produse ale admitanțelor anumitor laturi, este convertit într-un produs al impedanțelor complementarelor acestor latui i De aici rezultă relația ( ) în final să ne întoarcem la cofactorii nesimetrici ai matricii impedanțelor de contur în consecință ne vom întoarce la fig cu schimbarea, că va fi aplicată o sursă de tensiune în locul unei surse de curent Vom presupune că sursa și sarcina ZL se găsesc respectiv numai în contururile și Toate funcțiile de transfer VÎ IV\, Vi /Iu Ii/Ѵу și I /Ir conțin pe Д la numărător Intuitiv ne așteptăm ca formula topologică a lui Д г să fie duala celei obținute pentru cofactorii corespunzători ai matricei admitanțelor la noduri Rezultatul este: Ди = Ecpr^)] - Sc[*tb m(«)], ( ) în care complemenții sînt calculați fără sarcina ZL } Să considerăm ca exemplu, funcția de transfer a tensiunilor pentru circuitul din fig în termenii ecuațiilor de contur, această funcție este dată de relația: Ѵгз Vi Z ~ZlVi ( ) O expresie pentru acest raport de tensiuni a fost dată anterior în relația ( ) Să presupunem că numărătorul și numitorul acelei expresii este multiplicat prin det Z pentru circuitul cu conturul deschis (De ce este folosit det Z al acestui circuit particular ?) Acum ZL este un factor al lui det Z Deoarece YL nu apărea la numărător, ZL nu va dispare în nici un termen al numărătorului Deci va putea fi scos în factor comun Rezultatul va fi: ^t Z S [ ^іа оз(У) ^із о (У)] Vi det z£ Ti,o(?/) {СП МІ- С[аЛ о (*)]} Ё Comentați justețea acestui simbol din punctul de vedere al rezultatelor obținute la punctele a) și h) Q Fig P Р Un circuit nereciproc oarecare poate fi reprezentat ca in fig P , a Să se găsească valoarea rezistenței care conectată ca în fig P , b, va împiedica transmisiunea inversă (de la dreapta spre stingă) R= Rf Fig P PROBLEME Pil în fig P , este reprezentat un cuadripol terminat pe impedanță de sarcină Zt Să se arate că: Z, (S)=^= j(s) z + ZL у лл — Vj(s) y +YL Fig P P Verificați că pentru un diport det Ys(! = /det Zoc P Să se arate că diporții din fig , c și d au aceiași parametri impedanță in gol P Doi diporți Na și Nb sînt conectați în cascadă ca în fig P Folosind o analiză -;ctă să se determine admitanța de transfer în scurtcircuit y (s) a întregului cuadripol : cncție de parametrii de scurtcircuit ai cuadripolilor Na și Nb Fig P Plo Să se repete problema pentru cazul unui convertor de negativare a tensiuni, -calat între cuadripoli) Лтя și I\'b ca în fig P Fig P FUNCȚII DE CIRCUIT P I-'ig, P prezintă interconectarea a doi diporți dintre care unul este un convertor de negativare al curentului Să se obțină expresia raportului de transfer al tensiunilor V (s)/ /Ѵ/s), în funcție de parametrii у ai cuadripolilor Ara și Д Ь precum și de raportul de conversie к al convertorului de negativare Comparați rezultatul cu situația cînd convertorul nu este prezent Fig P P Un transformator ideal este conectat în cascadă cu un diport în două moduri posibile arătate în fig P Să se scrie parametrii impedanțelor în gol a întregului ansamblu în funcție de n și de parametrii z ai diportului Г Să se arate că matricea Ysc a zistor ca o sursă dependentă de curent diportului din fig P , a (considerînrt fiecare franca în fig P , b) va fi : sc - (S - G) G unde G = RiIRelRet și g = G + llRei presupunînd că RgJfaR oo (Nj semnifică întreaga structură cu ecuație din fig P ) FUNCȚII DE CIRCUIT Ь C Fig P P Fie ca un zero de transmisiune a unui diport să fie definit ca un zero al admitanței de transfer în scurtcircuit y (s) Să se arate că fie curentul sau tensiunea de ieșire a unui diport terminat ca în fig P va fi zero, indiferent dacă diportul va fi excitat de un generator de tensiune sau curent și chiar dacă i/n sau p au un zero Ia această frecvență, care ar conduce ia o simplificare în relația ( ), sau ca г sau Л sau p ori toate trei să fie nenule Comentați termenul zero al transmisiunii Fig P P a) Pentru cuadripoli! conectați în serie-paralel și paralel-serie din fig P să se arate că parametrii Л și g ai ansamblului sint obținuți prin adunarea parametrilor Л și respectiv g ai cuadripolilor componenți b) Formulați și demonstrați condițiile în care conectarea serie-paralel și paralel-serie poate fi făcută fără violarea condiției ca același curent care intră/iesc dintr-un terminal al unei porți să iasă/intre în celălalt terminal al porții o ' • b Fig P PROBLEME P Să se găsească matricea lanț pentru diportul din fig P Transformatorii stnt perfecți P Tratați circuitul în T podit din fig P mai întîi ca o conexiune paralel a doi cuadripoli, apoi ca o conexiune serie a doi cuadripoli, pentru a determina parametrii săi y (Răspunsurile trebuie să fie aceleași) P Să se determine parametrii у ai diporțiior din fig P descompunîndu-i în mod convenabil în diporți conectați în paralel Fig P FUNCȚII DE CIRCUIT P Matricea admitanțelor în scurtcircuit a circuitului in к din fig P cu terminalul ca bornă comună este: ' fC — s + - — s + Să se determine matricele admitanțelor în scurtcircuit cînd fiecare alt terminal este făcut bornă comună ГЗЗ în fig P , a este reprezentat un tripol cu terminalul ca bornă comună Se dă matricea admitanțelor in scurtcircuit a acestei configurații Se reconeclează acest circuit ca în fig P , b astfel că poarta de intrare este terminalele și iar de ieșire intre terminalele și g Să se găsească pentru acest circuit matricea admitanțelor în scurtcircuit P în fig P ,a este arătat un cuadripol conectat ca un triport cu bornă comună pentru care se dau ecuațiile în scurtcircuit PROBLEME Se conectează o capacitate unitară între terminalele și ca în fig P , b Să se determine matricea admitanțeior în scurt circuit a circuitului considerat ca un di-r >rt ca în fig P , b Fig P P Circuitul n-terminal din fig P este liniar, cu constante concentrate și inva-in timp El este reprezentat de ecuația I = YjV, unde Yj este matricea admitanțeior ie:inită, iar curenții și tensiunile sînt reprezentate în figură Se propune să fie reținute : - ~ele fc borne ca terminale, restul conectîndu-se la masă prin intermediul unor impedanțe ;n fig P b Fie Z matricea diagonală a căror elemente diagonale sînt impedanțele Zj - se găsească expresia care leagă noii curenți de terminale de tensiuni în funcție de Z, Yj și s liricele corespunzătoare lor - c Fig P FUNCȚII DE CIRCUIT ’ Schema din fig P este a unui circuit liniar RLC fără transformatoare Să se determine expresia tensiunii V(s) folosind relațiile topologice între determinantul matricii admitanțelor la noduri și cofactorii săi, luînd nodul ca nod de referință ’ Circuitul din fig P este un circuit RLC fără transformatoare Să se găsească expresia tensiunii în funcție de determinantul matricii admitanțelor la noduri și cofactorii săi, specificînd cu grijă structura precisă a circuitului pentru care corespunde această matrice Scrieți rezultatul în termenii formulelor topologice simplificînd pe cît posibil ’ Discutați modificarea matricei impedanță nedefinită Zj cînd : a) două terminale sînt conectate împreună; b) un terminal este suprimat Comparați rezultatele cu Yj P Dîndu-se pentru un circuit n-terminal cu n = și n = , matricea impedanță nedefinită, să se găsească matricea impedanțelor în gol a multiportului cu bornă comună ce rezultă cînd terminalul n este făcut bornă comună P Să se calculeze admitanța de intrare a fiecărui circuit din fig P folosind formulele topologice Se va face calculul odată folosind matricea admitanțelor la noduri, iar a doua oară matricea impedanțelor pe contur PROBLEME P Pentru circuitul din fig P să se calculeze admitanța de intrare la poarta din inga folosind formulele topologice Se va face calculul odată folosind matricea admitanțelor la noduri, iar a doua oară sind matricea impedanțelor pe contur % G Ь Fig P P Pentru circuitul din fig P să se determine raportul de transfer al tensiunilor folosind formule topologice P în cazul unul diport cu bornă comună stabilirea unor formule topologice pentru r -iul lui Yse și Zoc ar fi o deosebită utilitate Determinați aceste formule simplificate P Pentru circuitul din fig P să se determine matricea impedanțelor în gol ZM zlnd formule topologice Ь G Ь C d e Fig P FUNCȚII DE CIRCUIT P a) Demonstrați că impedanța unui circuit RLC fără inductanțe mutuale va avea un pol la s = clacă și numai clacă există o secțiune conținînct numai capacități care separă cele două terminale (ale dipolului) li) Demonstrați că o impedanță va avea un pol la infinit dacă și numai dacă va exista o secțiune conținînd numai inductanțe care să separe terminalele dipolului ca și la punctul a) P G a) Demonstrați că admitanța unui circuit RLC fără inductanțe mutuale va avea un pol la s = dacă și numai dacă există o cale inductivă între terminale b) Demonstrați că admitanța va avea un pol la infinit dacă și numai dacă există o cale cap a ci ti vă între terminale ’ Fie: g + OiS + • • • + D(s) ă + frjS + + bmsm c - CjS + + crsr D(s) parametrii în gol a unui circuit RLC fără inductanțe mutuale, a) Utilizînd formule topologice să se arate că: «ft > Și >к> - Aceasta semnifică că o putere a lui s care este prezentă la numărătorul lui z trebuie să fie prezentă și în numărătorii z și z Mai mult, coeficienții lui zn și z vor fi pozitivi și mai mari în modul decît coeficienții corespunzători din z , care pot fi și negativi b) Ce concluzii se desprind dacă diportul are bornă comună? c) Presupuneți că cele trei funcții date se referă la yn, y și — i/ Care va fi rezultatul corespunzător ? Aceste condiții asupra coeficienților se numesc condițiile Fialkow P a) Să se găsească parametrii admitanță în scurtcircuit pentru circuitul din fig P aplicînd direct definiția acestor parametri Aparent condiția lui Fialkow nu este satisfăcută b) Să se găsească din nou parametrii, utilizînd formulele topologice și să se compare cele două răspunsuri Stabiliți condiția care trebuie să fie asigurată îneît condiția lui Fialkow să fie valabilă o- Fig P PROBLEME P Fie matricea li a unui tranzistor în conexiunea emitor comun : h = Лц Л h h Să se determine matricele h pentru tranzistorul în conexiunea bază comună și colector rin intermediul matricei admitanțelor nedefinite P Schema din fig P este a unui circuit pasiv reciproc, în care rezistența Ilk este sxciicitată Impedanța de intrare a circuitului este Z(s) Să presupunem că latura care conține : e Rk este întreruptă (lăsată în gol), iar terminalele ce iau astfel naștere vor constitui poarta ie intrare a diportului ce va avea cea de-a doua poartă tocmai poarta circuitului original Fie gt,k( s) funcția amplificare de tensiune în sensul invers de transmisiune a acestui diport Arătați că dacă circuitul conține n rezistențe: ReZ(» = P Se consideră diportul N reciproc și simetric atît electric cît și structural Parametrii săi z și у sînt notați respectiv cu : zn = z , zJ și yn = y și y Dacă bisecționăm diportul la linia sa de simetrie structurală vor fi create un număr de t juă sau mai multe terminale la joncțiunea dintre cele două jumătăți Presupunem că niciuna iîntre legăturile care leagă aceste terminale nu se încrucișează Vom considera două cazuri, prâtate în fig P , în care aceste terminale sînt lăsate în gol și respectiv în scurtcircuit Impedanța de intrare și admitanța de intrare sînt notate cu și respectiv y )A pentru cele două cazuri, unde indicele h semnifică secționarea în două a circuitului Arătați că : Zllft = Z + Z Șl ' Z Z Vllh sau ■ Ун + У Ș* Vuli — Ун Ѵіг- ziih Indicație: Aplicați tensiunile Vx = V = V la terminalele circuitului original pentru a arăta că nici un curent nu va traversa axa de simetrie structurală Apoi, aplicați tensiunile = = — V = V și arătați că tensiunile ce iau naștere la fiecare punct de pe axa de simetrie structurală vor fi egale) Rezultatul este cunoscut sub denumirea de teorema bisecției a lui Bartlett Fig P FUNCȚII DE CIRCUIT P Variabilele curenți și tensiuni din ecuațiile la noduri, pe contur sau la perechi de noduri sînt transformatele Laplaee ale unor curenți și tensiuni Soluția, de exemplu, pentru tensiunea unui nod este dată de relația ( ): VS(s) = S Ji (s) Au-(s) Д(«) Să presupunem acum că sursele de excitație sini toate exponențiale astfel încît sursa i de curent echivalentă este Ii este un număr complex, numit fazor Să presupunem că s* — jo> nu este o frecvență naturală a circuitului și să presupunem că circuitul este inițial relaxat Răspunsul în regim forțat corespunzător excitației exponențiale va fi tot de tip exponențial, iar componenta în regim forțat a tensiunii Ia nodul k va fi i’ftWfortat — , unde Uj este de asemenea un fazor Găsiți expresia lui Comparați-o cu expresia lui de mai sus în care caz excitația a fost arbitrară Г Un diport arc următoarele relații hibride V — Z: Z "| Г — zj [ -io-’JlvJ Să se proiecteze circuitul care plasat în serie sau în paralel la porțile circuitului dn fig P îl transformă pe acesta într-un convertor ideal de negativare Fip P P Repetați problema P pentru cazul unui diport avînd următoarele relații V— J - ir/j ІЛ J Г L i Ecuații de stare în capitolul am dezvoltat reprezentările rețelelor electrice prin urenți de contur, tensiuni la noduri și variabile mixte în cazul general, : ecare ecuație scalară pe contur sau la nod este o ecuație integrodife-ențială de ordinul doi Pe de altă parte, fiecare ecuație scalară cu variabi-A mixte este de ordinul întîi în afară de cazul în care se manifestă o rijă deosebită pentru selecționarea arborilor, unele ecuații cu variabile mixte pot conține integrale și derivate ale acestor variabile Există unele avantaje certe, dacă descrierea rețelei se face astfel încît 'ă rezulte ecuații diferențiale de ordinul întîi, fără integrale într-o exprimare matriceală, rezultatul este o ecuație diferențială vectorială de ordinul iutii, care caracterizează comportarea dinamică a rețelei Cîteva din motivele ■ entru căutarea unei astfel de reprezentări a rețelei sînt următoarele : Există numeroase cunoștințe matematice referitoare la rezolvarea unor asemenea ecuații și asupra proprietăților soluțiilor lor, care pot fi aplicate direct în acest caz Reprezentarea este extinsă ușor și natural la rețele variabile în Timp și neliniare și este, de fapt, metoda folosită aproape cel mai frecvent pentru caracterizarea unor asemenea rețele Ecuațiile diferențiale de ordinul întîi se programează ușor pentru :ezolvarea pe calculator în acest capitol vom formula și rezolva ecuațiile diferențiale vectoriale de ordinul întîi care sînt cunoscute ca ecuații de stare Ne vom limita aici la rețele liniare, invariabile în timp, care pot fi pasive sau active, reciproce sau nereciproce în capitolele precedente am luat în considerare numai ecuațiile cu transformate Laplace în acest capitol vom reveni asupra ecuațiilor de bază cu variabile exprimate ca funcții de timp Aceasta poate necesita o reorientare în modul dumneavoastră de gîndire; de exem- ECUAȚII DE STARE piu, dacă în prezentul text vom vedea că o ecuație este algebrică, aceasta înseamnă că în ecuații nu apar derivate ale variabilelor în termenii ecuațiilor cu transformate Laplace, aceasta ar însemna că coeficienții sînt independenți de variabila de frecvență complexă ORDINUL DE COMPLEXITATE AL UNEI REȚELE (CIRCUITE) în legătură cu descrierea rețelelor (prin ecuații de stare) pe care o vom dezvolta în acest capitol, se vor prezenta unele noțiuni introductive Numărul de ecuații independente scrise folosind legea de curent a lui Kirchhoff (LKC) și legea de tensiune a lui Kirchhoff (LKV) intr-o rețea, n și respectiv b — n, este determinat numai de graful rețelei, nu și de tipul laturilor Același lucru este adevărat pentru numărul variabilelor independente — tensiuni la noduri (те) și curenți pe bucle (ochiuri) (£» —те) Aceste numere nu sînt influențate de tipul elementelor din laturi (rezis-toare, condensatoare sau bobine) Dacă o rețea este pur rezistivă atunci ecuațiile pe bucle sau la noduri sînt algebrice (fără nici o variație în timp); le vom numi ecuații statice Dacă există capacități și induc -tanțe, ecuațiile vor fi dinamice O problemă importantă este de a determina cîte variabile dinamice independente există; sau altfel spus cîte variabile există astfel ca, atunci cînd aceste variabile sînt determinate (ca o funcție de timp), variabilele care rămîn să poată fi determinate pur algebric Se știe că fiecare capacitate și fiecare inductanță introduce o variabilă dinamică, deoarece relația v — i corespunzătoare fiecăreia conține o derivată Se știe de asemenea că tensiunile și curenții inițiali dintr-o rețea devin cunoscute, dacă sînt specificate tensiunile inițiale la bornele capacităților și curenții inițiali prin inductanțe Numărul maxim de condiții inițiale care pot fi specificate independent este egal cu numărul de ramuri independente care înmagazinează energie (capacități plus inductanțe) Aceasta justifică introducerea noțiunii ordin de complexitate definită astfel: Ordinul de complexitate al unei rețele este egal cu numărul de condiții inițiale independente care pot fi specificate pentru o rețea Acesta este de asemenea numărul de constante arbitrare care apar în soluția generală a ecuațiilor rețelei El este egal cu numărul de frecvențe naturale, luînd în calcul pentru fiecare ordinul său de multiplicitate; de exemplu, să presupunem răspunsul liber al unei rețele de forma ORDINUL DE COMPLEXITATE AL UNEI REȚELE Frecvența naturală s este de ordinul de multiplicitate doi; rezultă ă numărul total de frecvențe naturale este cinci Acesta este de asemenea ordinul de complexitate Este clar că ordinul de complexitate nu poate depăși numărul de elemente care pot înmagazina energie Presupunem totuși că există o relație restrictivă între tensiunile pe capacități sau curenții prin bobine Aceste constrîngeri pot fi determinate de contururi care conțin numai • apacități, sau numai capacități și surse de tensiune independente, și secțiuni care conțin numai inductanțe sau numai înductanțe și surse de curent independente ) Fig Rețea cu un contur de capacități și o secțiune de inductanțe în primul caz, aplicînd LKV pe contur se obține o relație liniară ,:zre tensiunile pe capacități, și în al doilea caz, ecuația LKO pentru sec - mi ne va da o relație liniară între curenții inductanțelor în fig •există cinci elemente care pot înmagazina energie Dar în această rețea există o buclă de capacități care conține două capacități și o sursă de ’ensiune Există de asemenea o secțiune de inductanțe care conține două -x luctanțe Rezultă că pentru tensiunile pe capacități și pentru curenții : in inductanțe vom avea următoarele relații restrictive : ( «) H + h — o ( ^) ?u o orientare adecvată a variabilelor) Aceasta înseamnă că valorile inițiale ale lui v și v , și de asemenea valorile inițiale ale lui ia și i , nu pot fi prescrise independent Fiecare relație restrictivă reduce numărul condițiilor inițiale independente cu o unitate într-o rețea care are numai componente cu două Terminale, ecuațiile corespunzătoare nu pot introduce relații algebrice suplimentare între tensiunile pe capacități și curenții prin inductanțe Rezultă că : Pentru a evita repetiția, vom folosi termenul „contur de capacități” care înseamnă in contur numai din capacități sau numai capacități și surse de tensiune independente în același mod vom folosi termenul „secțiune de inductanțe”, ceea ce reprezintă o secțiune care c mține numai inductanțe sau inductanțe și surse de curent independente ECUAȚII DE STARE Ordinul de complexitate al unei rețele RLC este egal cu numărul total de elemente reactive, din care se scade numărul de bucle de capacități independente și numărul de secțiuni de inductanțe independente în rețeaua din fig ordinul de complexitate este — — = Este interesant de știut care este influența buclelor care conțin numai inductanțe sau a secțiunilor numai cu capacități Considerăm, de exemplu, rețeaua din fig , care conține o buclă de inductanțe; KVL pe acest contur conduce la L —jr~ + £ - - + = (^зЧ + + Агв) — - ( ) dt dt dt dt Integrala acestei expresii de la la t conduce la ^згз(О + + AMO — ^з(О) + ^з(^) "И Д’в( ) = К, ( ) unde t = înseamnă de fapt -f- S-ar părea că aceasta reprezintă de asemenea o restricție asupra eurenților prin inductanțe Dar constanta К nu este specificată De fapt, determinarea ei necesită o relație independentă Aceasta este demonstrată de principiul conservării liniilor de flux, care afirmă că АЪРе orice contur închis este continuă (Acest principiu nu poate fi derivat din legile lui Kirchhoff) Condiția de continuitate impune ca valoarea liniilor de flux puțin înainte de t = (adică la —) să fie egal cu valoarea pe care o are imediat după t = astfel: К = Z i ( —) + і і ( -)]+ ДМ -) ( ) Valorile la — ale tuturor celor trei curenți prin inductanțe pot fi specificate indepenent, fără a călca legile lui Kirchhoff; aceste specificații vor fixa valoarea la + a liniilor de flux Tragem concluzia că o buclă de inductanțe nu reduce numărul de condiții inițiale care pot fi specificate independent și astfel nu influențează ordinul de complexitate O concluzie similară rezultă pentru o secțiune de capacități, și anume că aceasta nu va avea nici o influență asupra ordinului de complexitate ORDINUL DE COMPLEXITATE AL UNEI REȚELE Se poate obține o ecuație similară cu ( ) pentru o secțiune de capacități cu deosebirea că termenii vor fi de forma Cp); = qs (sarcina) în acest caz, in locul principiului conservării fluxului se folosește principiul conservării -arcinii, care, aplicat unei rețele, afirmă că funcția £ Ср>} = S g, pentru orice secțiune este continuă Deși secțiunile de capacități și buclele de inductanțe nu influențează uionanrf de frecvențe naturale, ele influențează valorile frecvențelor naturale în fig , de exemplu, presupunem că i (t) este răspunsul dorit Este clar că un curent constant poate circula prin bucla de inductanțe Deci unul din termenii din i (t) poate fi o constantă, care corespunde unei frecvențe naturale s = Rezultă că o buclă de inductanțe conduce la o frecvență naturală zero O concluzie similară rezultă pentru o secțiune de capacități Totuși, frecvențele naturale la s — sînt oarecum particulare, deoa-rece în orice caz termenul corespunzător care apare în răspuns depinde de : ( ) ce variabilă specifică constituie răspunsul și ( ) localizarea excitației înfig , dacă răspunsul este v (t) și nu i (t), nu va apare un termen onstant, deoarece v = di /dt, și prin diferențiere constanta se va elimina Toate celelalte frecvențe naturale vor apare în v , deoarece derivata unei exponențiale este proporțională cu acea exponențială Discuțiile anterioare arată că ceea ce este interesant în unele cazuri este numărul de frecvențe naturale diferite de zero și nu numărul total e frecvențe naturale Acesta poate fi obținut scăzînd din numărul - -tal, numărul de secțiuni de capacități și numărul de bucle de inductanțe Rezultă că : Numărul de frecvențe naturale diferite de zero este egal cu ordinul de iuplexitate minus numărul de bucle independente de inductanțe și numărul •fr secțiuni independente de capacități Contur de cop aci ta ti , , , , , Secțiuni de induc-tan'te ,N , ,N Secțiuni de capacități ', , , , Contururi de induc-iunie, Niciunul Fig Rețea cu multe degenerări ECUAȚII DE STARE Cuvîntul „independent*' atît aici, cit și în definiția ordinului de complexitate dat mai sus, este important Putem justifica aceasta refe-rindu-ne Ia fig Din trei secțiuni de inductanțe numai două sînt independente ; ecuația LKC pentru o secțiune se poate obține din celelalte două Aceasta este adevărat și pentru cele trei secțiuni de capacități; numai două sînt independente Deoarece există în total inductanțe și capacități, și constrîngeri liniare (una pentru conturul de capacități și două pentru secțiunile de inductanțe), ordinul de complexitate și numărul de frecvențe naturale este — = Din aceste frecvențe naturale, două sînt zero, și corespund la două secțiuni independente de capacități Există deci — = frecvențe naturale diferite de zero CONSIDERAȚII DE BAZĂ ÎN SCRIEREA ECUAȚIILOR DE STARE Sîntem acum pregătiți pentru a începe prezentarea ecuațiilor de stare Ecuațiile de bază pe care le putem folosi sînt LKV, LKC și relațiile v — i Dintre acestea trebuie aleasă o combinație particulară și un ordin particular Decizia de alegere se face pe baza unui număr de conside-rațiuni: Dorim ca ecuațiile finale să nu conțină integrale Integralele apar din substituția Iui £ = l ®da?/L + £( ) pentru un curent prin inductanță r* în LKC și substituirea lui v = ț іАх/С + ț( ) pentru o tensiune pe capa-■ o citate în LKV Nu vom elimina curenții prin inductanțe și tensiunile pe capacități și le vom menține ca variabile Dorim ca ecuațiile finale să fie ecuații diferențiale de ordinul întîi Derivatele apar din substituirea v — Ldi/dt pentru tensiunea pe inductanțe în LKV și i = Cdvjdt, pentru curentul prin capacitate în LKC Vom face aceste substituiri, eliminînd astfel curenții prin capacități și tensiunile pe inductanțe din setul final de variabile Din cele două variabile referitoare la capacitate, tensiune și curent, tensiunea este aceea a cărei valoare inițială poate fi specificată independent într-o rețea — cu excepția cazului în care există o buclă de capacități, așa cum s-a discutat în ultimul paragraf în mod asemănător, pentru inductanțe, curenții inițiali pot fi specificați independent — cu excepția cazului în care există o secțiune de inductanțe Acesta este un motiv în plus pentru a reține tensiunile pe capacități și curenții prin inductanțe ca variabile Toate considerațiile de mai sus sînt netopologice; ele nu consideră modul de selectare al unui arbore și ce tipuri de laturi sînt ramuri sau CONSIDERAȚII DE BAZA IN SCRIEREA ECUAȚIILOR DE STARE coarde Din punct de vedere topologic, se știe că tensiunile pe ramuri determină toate celelalte tensiuni Deoarece dorim să avem tensiunile pe capacități printre variabilele finale, vom plasa pe cît posibil capacitățile intr-un arbore în mod asemănător, curenții coardelor constituie o bază pentru toți curenții Deoarece dorim să avem curenții prin inductanțe ca variabile finale, plasăm inductanțele, pe cît posibil în coarbore Pînă acum nu am luat în considerare sursele independente ca laturi separate, dar am presupus că ele există totdeauna; le-am inclus însă în laturi existente Convențional, revenim asupra acestei proceduri și vom considera sursele independente ca laturi separate Deoarece tensiunea unei surse de tensiune este o „cunoscută , ea nu poate fi determinată din alte tensiuni Eezultă că o sursă de tensiune nu poate fi o coardă, deoarece atunci tensiunea ei ar fi stabilită în termenii tensiunilor ramurilor în mod similar, o sursă de curent nu poate fi o ramură, deoarece curentul său nu poate fi stabilit în termenii eurenților coardelor într-o rețea care are o buclă conținînd numai surse de tensiune independente, una din surse va fi considerată ca o coardă Aceste surse nu pot fi cu adevărat independente, deoarece tensiunile lor trebuie să satisfacă LKV pe contur Dacă LKV este respectată, atunci una din surse poate fi o coardă, și tensiunea ei va fi determinată de alte surse Considerații 'imilare se fac pentru o secțiune care conține numai surse de curent independente Presupunem, deci, că rețelele nu au bucle numai cu surse de tensiune independente și nici secțiuni numai cu surse de curent independente Considerațiile de mai sus ne conduc la următorul mod de abordare problemei Definim un arbore normal un arbore care are ca ramuri roate sursele de tensiune independente, numărul maxim posibil de capa- dt v - G L Ț V — dt i+g e i+g b dî Ga R ' R — Ъ ^S, « = ® ~ — V + ® , ® = - V + ® , Va = V — Vt + ® , î î V ( a) ( b) ( c) ( d) ( c) ( /) (W ( ) Fig Exemplu ilustrativ de circuit cu contur de capacități pentru scrierea ecuațiilor de stare Urmînd raționamentul din exemplul anterior, vom scrie în conti-xuare ecuațiile v — i pentru toate capacitățile (singurele elemente reac ve in acest caz) astfel încît să putem elimina curenții în capacități din ' și să reținem numai tensiunile pe capacități Dar, din cauza buclelor •ie capacități, nu toate aceste tensiuni sînt independente dinamic Vom rie ecuațiile v — i numai pentru acele capacități care sînt în arborele r imal Astfel: dt dr dt ( a) ( &) Introducem acum aceste relații în ecuațiile LKC corespunzătoare din ( ) și obținem : ( a) ( ) ECUAȚII DE STARE ■ Cele trei variabile din părțile drepte, curentul prin coarda capacității ie și curenții prin coardele rezistențelor i și ia sînt tratate separat Ecuația LKV pentru r din ( /) este folosită în ecuația v — i pentru i , ceea ce conduce la : • p — dt ( b) I una din acestea, este o ecuație diferențială Odată ce este rezolvată, - : iabilele de ieșire sînt determinate algebric din a doua Din punct de lere al terminologiei aceste două ecuații împreună se numesc ecuații -'are A doua ecuație este numită ecuație de ieșire Ne vom ocupa în ntinuare de rezolvarea acestor ecuații ECUAȚII DE STARE REZOLVAREA ÎN DOMENIUL TIMP A ECUAȚIILOR DE STARE în exemplele din ultimul paragraf am găsit că variabilele de intrare și de ieșire sînt legate prin ecuații de tipul ( ) Vom stabili în paragrafele următoare că rezultă astfel de ecuații pentru toate rețelele de tipul celor considerate Se observă că o formă ceva mai simplă se obține pu-nînd : x = x + îg ’ Introducem această transformare în ( ) Rezultatul, după o aranjare convenabilă a termenilor, va fi: — - сДХ X = - Y + Se ( ) dt ) dt Este clar că rezolvarea este simplificată dacă cantitatea din paranteză e ? Este necesar să dăm o expresie explicită pentru matricea de tranziție a stărilor Ф (t — t) = Y (?) Y (t)- Știm că Y (?) = și Y (t) = — (Jeci Ф (t — t) = ( ) și este, ca și Y (?), o matrice exponențială la care diferă numai variabila de timp scalară Această relație poate fi acum introdusă în ( ) și se obține; x(?) x (t) ( ) REZOLVAREA ÎN DOMENIUL TIMP A ECUAȚIILOR DE STARE Soluția este acum completă Pornind, de la o ecuație diferențială vectorială de forma ( ), rezolvăm inițial ecuația omogenă ( ) impunînd condiția inițială Y (t ) = U Soluția este Introducem rezultatul in ( ), înlocuim pe t cu т sub integrală și calculăm integrala altă metodă de rezolvare Am tratat rezolvarea ecuațiilor de stare în cazul general într-o dtuație particulară, presupunem că nu există excitații (e = ) sau pentru rețea dată = Atunci ecuația de stare se reduce la ecuația omogenă : — x = c^x ( ) dt ’ omparînd-o cu ( ) se constată că ele au aceeași formă Există totuși diferență : în timp ce Y (sau, în mod echivalent, matricea de tranziție -țărilor Ф) este o matrice patrată, în prezenta ecuație, x este un vec-* ?r coloană Printre altele, aceasta înseamnă că valoarea inițială în acest :- z nu poate fi o matrice unitate dar trebuie să fie reprezentată prin ectorul valorilor inițiale x (t ) Considerînd soluția generală din ( ), soluția lui ( ) poate fi scrisă astfel: x (t) = x (t ) ( ) Aceasta este desigur mult mai simplă decît soluția generală cînd Ar fi foarte important din acest motiv, dacă, prin unele schimbări de variabile, ar fi posibil să transformăm ecuația de stare neomogenă într-Ț na omogenă Acest lucru ne propunem să studiem în acest paragraf Considerăm ecuația de stare ( a), pe care o repetăm aici: d - -x = ^x+ e ( ) dt Presupunem că există un vector î care satisface ecuația diferențială — f = Cft ( ) dt i valoarea inițială f (t) și care este legată de e prin relația e = JCi ( ) ECUAȚII DE STARE în aceste expresii Cf și JL sînt matrice care urinează a fi determinate-Substituim ( ) în ( ) și combinăm ecuația rezultată cu ( ) Rezultatul poate fi pus în următoarea formă: d x dl WJC x dt f ( ) care este omogenă ca și ( ) în consecință, soluția va fi: 'X (t)‘ -î( м Гх(*»)’ ( ) este echivalentă ecuației algebrice liniare nm pentru nm elementele necunoscute ale lui Exemplu Pentru ilustrarea acestor două metode de obținere a unei ecuații diferențiale ogene echivalente, să pornim de la ecuația de stare : d x = dt x — - [ sin / - cos ] J Este ușor de verificat că : "sin t ■ cos Z - >te soluția ecuației diferențiale : - • f, > Dacă valorile proprii ale lui (f sînt diferite de acelea ale lui soluția lui У’ poate-exprimată în formă închisă folosind unele rezultate din următorul paragraf Această soluție formă închisă va fi dată în Problema Puteți găsi o demonstrație pentru această so- -ție în: J S Frame, „Matrix Functions and Applications — Part IV” , IEEE Spectrum, Voi I no , June , p — O altă soluție de formă închisă va fi dată în Pro-: -ma Demonstrația acestei soluții o veți găsi în: A Jameson „Solution of the Equation AX + XB = C by înversion of an M X M or N X N Matrix”, SIAM Jour of Applied Maihematics, Voi , No , Sept , p - ECUAȚII DE STARE Se observă că : e = ( sin t — cos ) = sin t' cos t Deci: X = [ - J Matricele^,J?și jF sint desigur cuprinse in ecuația diferențială pentru f Ecuația diferențială vectorială corespunzătoare lui ( ) este deci: - - - o o - - - Soluția acestei ecuații se scrie acum cu ușurință Această metodă necesită rezolvarea ecuației matriceale din ( ) Deoarece ordinul lui este zi — și ordinul lui Cf- este m = , у va fi o matrice x în acest exemplu ( ) va fi : Puteți verifica ' - - cu ușurință că aceasta sn s ■ " ’ - ' S ] S' - - este echivalentă următoarei ecuații algebrice: a cărei soluție este: Folosind aceste valori pentru Sy, matricea у este astfel, У există și soluțiile lui y(f) și apoi a lui x(t), pot fi obținute prin folosirea acestei metode în acest exemplu am transformat ecuația matriceală din ( ) pentru yîntr-o ecuație vectorială echivalentă pentru un vector cu aceleași elemente ca У Să indicăm cum se realizează aceasta în general Fie și REZOLVAREA ÎN DOMENIUL TIMP A ECUAȚIILOR DE STARE A-, notațiile vectorilor coloanei i ai lui = dt h • • — • ft ( ) fs ■ • ■ - - • fe fe(O) fi ■ • , fi f,( ) Lfs • • • - , Lfs Lfs(O) L i Exponențiala matriceală Aceste soluții formale prezintă o dificultate importantă Exponențiala matriceală este o soluție simbolică — ea nu ne spune prea mult Deși dezvoltarea în serie a exponențialei ne conduce la rezultate numerice proximative, ea nu conduce la o formă închisă Astfel, în exemplul sim-■ lu dat în ( ), fiecare element al matricei este o serie infinită, și nu știm e funcție reprezintă Este clar, că este necesar să găsim forme închise echivalente exponențialei s^ O echivalentă a exponențialei poate fi găsită folosind transformata Laplace Pentru simplificare, presupunem timpul inițial t = Dacă luăm transformata Laplace a ecuației omogene din ( ), găsim : sY(s) — j/Y(s) = Y( ) = U unde Y este transformata Laplace a lui Y(t) Aceasta poate fi scrisă astfel: (sU — j/)Y(s) = U sau Y(s) = (§U - j/)- final, Y(t) se obține luînd transformata inversă Deoarece am considerat t — , Y(t) va fi egal cu s-o/( Deci — j/)- } ( ) ECUAȚII DE STARE Rezultatul este foarte interesant Să-l aplicăm la o matrice simplă considerată anterior in ( ) Matricea (sil — j/), determinantul și inversa ei se obțin ușor și anume : det (sil - = ( + l)(s + ), în ultima etapă s-a făcut o dezvoltare în fracții parțiale Transformata inversă a acestei expresii este: - jaf) - Putem face ca exercițiu dezvoltarea acestei exponențiale și să verificăm că rezultatul este același cu cel din ( ) Transformata Laplaee este o modalitate de evaluare a exponențialei matriceale e* Dacă ne propunem folosirea transformatei Laplaee, putem să o aplicăm asupra ecuațiilor neomogene inițiale și să evităm toate treptele intermediare Acest procedeu poate fi desigur aplicat, dar se pierd avantajele matematicii matriceale în consecință, pentru găsirea exponențialei matriceale, avem nevoie de considerații suplimentare FC XCȚ I DE O MATRICE Exponențiala matriceală erf o - l/i = = e ‘, din care: l/i = e-‘ - s’ ‘, g = г"‘ - s~ ' Deci g(s) = ( s-‘ - г' ') + (s-‘ - е~ ‘) Etapa următoare este să înlocuim pe s cu s# și să găsim g(j^), care este egal cu /(г/) ( ) J(j/) = = ( e-‘ - e *)U + (e"‘ - e- V = ( г-' Г Printr-o rearanjare, aceasta devine: г" ' ’ г" ' care este în concordanță cu rezultatul găsit anterior ECUAȚII DE STARE Privind din nou setul de ecuații din ( ), se constată o uniformitate certă în matricea coeficienților Este posibil să rezolvăm ecuațiile în formă literală și să folosim avantajele uniformității in scrierea matricei pentru a ajunge la un rezultat ușor de interpretat Dacă notăm cu Д determinantul și Ду cofactorul (i, j) al matricei coeficienților din ( ), soluția pentru poate fi scrisă П Д ^- = S Polinomul g(s) poate fi scris acum, folosind acești coeficienți, astfel: n n f Д ffM - s = ss -f - -M I I s” Aj„ ] Д Д ' " Д J Problema care trebuie rezolvată în ultima etapă este rearanjarea termenilor avînd în vedere valorile lui J(Sj) și nu puterile lui Deoarece ecuațiile ( ) sînt toate similare, trebuie să fie posibil să scriem acest rezultat într-o formă mai simplă Rezolvarea a fost dată de Lagrange făcînd să treacă un polinom de gradul n — prin n puncte Aceasta este numită formula de interpolare a lui Lagrange și transformă suma dintre paranteze într-un produs, după cum urmează : ( ) (Verificați acest luciu) Folosind această expresie, gfrf) este obținută eu ușurință în final, deoarece = gftf), obținem /( /) = ( ) Folosind acest rezultat se poate face o observație foarte interesantă Dîndu-se o matrice j/, valorile proprii s, sînt unic determinate de -i - )! “F ^ з(в) f '^ ! + — A rt(«) f - -’(« ) (re — )! ( ) + А д-з(«) f{ 'M ' + • • • + Kkrk(») (rA — )! Ktj a fost ales astfel incit coeficienții derivatelor să fie împărțiți de termenii factoriali (aceasta pentru o convenție ulterioară) Cînd valorile proprii sînt de o multiplicitate singulară, această expresie complicată se reduce la prima coloană, care este ( ) Etapa următoare este înlocuirea lui «cu jtf Reamintind că gjrf() = = f(^) Și obținem acum : /W) = Kn(j/) M) + Kl (^) + + А\Г/ (з/) ^^ + - ( ) + + Kk (rf) + + K^) ! (»’fc - )! presupunînd că funcțiile/•(«) nu sînt singulare, pentru « = «; Coeficienții din ( ) sînt matrice, care sînt adesea notate Кі} Ele sint numite matrice constituante de з/ și depind numai de л/, nu și de funcția /(«) Aceasta poate fi observată din ( ) Elementele diferite de zero ale matricei coeficienților sînt proporționale cu diferite puteri ale valorilor FUNCȚII DE O MATRICE proprii ale lui j/ Ko(s) este o combinație liniară de cofactori ai acestei matrice a coeficienților Deoarece valorile proprii și deci intrările matricei coeficienților depind numai de л/, rezultatul este verificat Acest rezultat este foarte important înseamnă că matricele constituante ale unei matrice patrate «Z pot fi determinate, odată și pentru totdeauna, independent de orice funcție specifică Pentru orice funcție dată f, expresia din ( ) poate fi formată simplu prin evaluarea diferitelor derivate de f la valorile proprii ale lui jaZ Pînă acum singura cale pe care o știm de găsire a matricelor constituante cînd jaZ are valori proprii multiple este să scriem ( ) și să rezolvăm pentru coeficienții gt, să-i introducem în g(s), și apoi să rearanjăm rezultatul în forma lui ( ) Ar trebui să avem în vedere metode mai simple și din fericire cercetarea se preocupă de aceasta Cînd valorile proprii ale lui л/ sînt simple, avem desigur la dispoziție formula de interpolare Lagrange Avem nevoie de ceva similar pentru valorile proprii multiple Matricea rezolvau(ă Deoarece matricele constituante Ktj = Ki} (j/) nu depind de funcția specifică f, dacă găsim o funcție simplă pentru care ( ) poate fi scrisă, runci Kj} astfel determinate vor fi aceleași pentru orice funcție Suc ,'ul acestui mod de abordare depinde de găsirea unei funcții convenabile Considerăm funcția f(s') — /( — s') — (s — s') , unde s' este o niabilă complexă care joacă rolul avut anterior de ; de exemplu s' este variabila care va fi înlocuită prin jsZ Cu riscul confuziei, noi am folo it simbolul s pentru o altă variabilă complexă Am fi putut folosi un lt simbol, să zicem z, în locul lui s, dar algebra a fost făcută astfel din dorința de a obține în final o ecuație care conține pe s Trebuie evitată confuzia de a ne gîndila „г” cînd vedem „s” în această dezvoltare Dacă luăm derivatele în raport cu s', obținem : '■ > Vou; (J - )! (s - « )J unde ; sînt valori particulare pentru s' Substituim acum ( ) în ( ) - înlocuim pe s' prin л/ în J(s') = (s — s') Rezultatul va fi (si* — j/)- ui termeni ai matricelor constituante Folosind ( ) aceasta poate fi scris : (rtJ-,/) «Ц ( ) ECUAȚII DE STARE Numărătorul părții drepte este o matrice a căror elemente sînt polinoame în s, deoarece ele sînt cofactori ai matricei (eU — з/) Deoarece fiecare element al numărătorului este împărțit prin d(s) întreaga expresie este o matrice de funcții raționale Se poate face o dezvoltare în fracții parțiale a părții drepte și se obține : ( ) Ținînd seama de ( ), această expresie este exact de forma lui ( ), și anticipația noastră în utilizarea acelorași simboluri pentru coeficienții acestei dezvoltări în fracții parțiale, ca și pentru matricele constituante este justificată Adică, matricele constituante sînt matrice de coeficienți în dezvoltarea în fracții parțiale a lui (sU — к/)- Matricea ($U — j/) este numită matricea rezolvantâ Dindu-se o matrice și o funcție/(s), determinarea lui /(з/) în forma lui ( ) este făcută prin dezvoltarea matricei rezolvante (eU —- j/Jț în fracții parțiale Coeficienții dezvoltării (care sînt reziduuri dacă valorile proprii sînt simple) sînt matrice constituante Să facem o ilustrare cu ajutorul exemplului considerat mai sus Fie f(s) = e!i și ’ - ■ ■s + — - ' - , (sU лг) = s + - o - s + Pentru găsirea inversei lui sil jrf, este necesar să calculăm determinantul și cofactorii săi După determinarea acestora obținem: r(s + )(s + ) (s + ) (s + ) (» + )» (s + ) (s + )(s + ) (s + ) » + ) FUNCȚII DE O MATRICE l-ies, = — șis = — Dezvoltarea în fracții parțiale ne conduce la : \ K — ' ■ ■ (Г , - - s + (s + ) s + In final, aceste matrice constituante sînt folosite în ( ) pentru a obține exponențiala matriceală c t/i = Kne~ ! + K te- * + K e ( Acest rezultat este în concordanță cu cel obținut anterior Algoritmul matricei rezolvante Să ne reamintim procedeul de determinare a matricelor constituante Este necesar mai întîi să determinăm valorile proprii, etapă necesară pentru orice altă metodă Este necesar apoi să inversăm matricea (sU—j/), ceea, ce am făcut prin determinarea cofactorilor acestei matrice Dar cest lucru devine complicat pentru un n mare Este necesar în final »ă dezvoltăm în fracții parțiale matricea rezolvantă (sU — Orice onfribuție pentru reducerea volumului de calcule va fi bine venită Se cunoaște un astfel de algoritm pe care noi îl vom numi algoritmul 'fiatricei rezolvante ) Observăm din ( ) că matricea rezolvantă este exprimată în termenii olinomului caracteristic la numitor și ai matricei adjuncte (sU — j/) numărător Elementele acestei matrice sînt polinoame în s Putem sA ne concentrăm asupra puterilor lui s și să scriem această matrice ca •; sumă de matrice, cîte una pentru fiecare putere a lui s Fie dj (ell - j/) = P(s) = l»X"* + PiS”-a + • • • + P„ + Pn l, ( ) d(*) = s" + djS + + dn s — d„ ( ) Multiplicarea lui ( ) prin d(s)(sU — = tr[adj (sU — c^)] = tr P(s) Folosind această relație, putem înlocui pe tr P(s) în ( ) și obținem, lupă rearanjare, s— [d(s)] - nd(s) = tr [^P(s)] ds ( ) în final, înlocuim expresiile P(s) și d(s) din ( ) și ( ) în această ecuație - obținem: (nsn - (n - ) djs"- + (n - ) d s”-a + + dn xs) - — (»s” + wd^"- + + ndn) = = s"- tr (c^Po) + sn~ tr MPJ + + s tr (ofPn ) + tr (c^P^i) Egalăm coeficienții acelorași puteri ale lui s din ambele părți și găsim - duțiile pentru coeficienții d : dx = - tr (j/P ), d = - tr (з/PJ, d = - tr ( /P ), ( ) - -y-trțc^P^), dn = - г( ^Р„ Л ECUAȚII DE STARE Acest set de expresii pentru coeficienții dk, împreună cu ( ) pentru matricele Pt, constituie un algoritm, cu un număr finit de etape, pentru calculul matricei rezolvante, («U — j/) Le vom scrie din nou, parte cu parte, arătînd succesiunea etapelor : P(( = и -> d = - L tr (j/P,) , P = j/P, + d U -* d = - ‘ tr (j/P ), + dKV —— tr(^PJ, ( ) A -p РИ = ECUAȚII DE STARE să factorizăm d(s) pentru a găsi valorile proprii și ( ) să obținem o dezvoltare în fracții parțiale Algoritme de calcul pentru prima din acestea sînt accesibile directJ) Polinoame rezolvante Referitor la ( ), ne amintim că matricele constituante Ko depind numai de л/, nu și de o funcție specifică Așa cum am menționat anterior, dacă aceste matrice pot fi evaluate pentru anumite funcții specifice, rezultatul astfel obținut va fi bun pentru orice altă funcție Am găsit o funcție care conduce la matricea rezolvantă (sU — ^) , eu ajutorul căreia se pot evalua matricele constituante Vom discuta acum un set de funcții care pot face de asemenea acest lucru Considerăm un set de funcții Л(«), Д(«), fiecare fiind un polinom Fiecare din aceste polinoame poate fi folosit în ( ) și va conduce la o ecuație in care necunoscutele sînt matricele constituante Vor exista atîtea ecuații, cîte necunoscute sînt în formă matriceală aceste ecuații se scriu astfel : / (« ) ! rr,~n(«i) (>\ - )! ft(-%)- (r* — )! Ku K A(^) Л(» ) /I’W / (^ ) ’ к A(^) ! (>\ - )! (>t - ) In K Г'Лі) f„ (« ) • ! (П - )! (r*-l)! J R,r, i l/„(^)l ( ) Numim această ecuație, ecuația rezolvantă Deși elementele vectorului sînt matrice patrate de ordinul n, aceste matrice sînt tratate ca o singură cantitate cînd este interpretată multiplicarea matricei date Astfel, cînd se realizează multiplicarea matricei, se obțin termeni în care o matrice *) Algoritmul diferenței citurilor este una din cele mai cunoscute metode de determinare a zerourilor unui polinom Algoritmul este descris in : I’ Henrici, Elements of Xumerical Analț/sis, John Wiley, New York, , Chap FUNCȚII DE O MATRICE este multiplicată printr-un scalar — o operație perfect valabilă; de exemplu, în primul rînd al produsului, (Ю ) matricea K este multiplicată prin scalarul Dacă este acceptat acest mod de abordare, matricea coeficienților in ( ) trebuie să fie nesingulară și ușor de inversat Apare o problemă •le alegere a unui set corespunzător de polinoame care vor fi numite polinoame rezolvante Cel mai simplu polinom este o putere de s Astfel, un set posibil de polinoame rezolvante este : / («) = si i = l, , ( ) Decit să scriem expresia generală in acest caz, presupunem de exemplu, ă polinomul caracteristic este d(s) = (s — s ) (s — s ) - Atunci n-i - ț\ = , y = , f = s și f = s Deci ( ) devine ( ) Este clar că elementele vectorului din partea dreaptă sînt ușor de determinat în acest caz, dar că inversa matricei va necesita eforturi considerabile, mai ales cînd n este mult mai mare Pentru o ilustrare mai explicită să considerăm exemplul dat anterior în care : Г- d(s) = (s + ) (s + ), - ( ) Sj = — , - s —= л polinoamele rezolvante alese in concordanță cu ( ), obținem pentru ( ) ' U - - - K — - -K I j/ ECUAȚII DE STARE Inversam aceasta ecuație și obținem ■кп- ■ - - U ‘ K| = K i Kjj = — L —■ -Ij/ jZ , Kj “ Ol "F * »^ + «я^ ? K J = U - care în formă dezvoltată dă : ( ) Rezolvarea completă a problemei se obține prin introducerea lui j/ și j/ în aceste ecuații și verificarea obținerii acelorași matrice constituante ca mai înainte O altă alegere a setului de polinoame este următoarea : fi (®) — , J ( ( — Y> ( — X ), /»(») = (« - « )Г* (« — )'“ (« - unde ; sînt valori proprii în acest caz evaluarea lui /,(jaZ) va necesita un efort mare, dar matricea ( ) va fi ușor de inversat Considerăm din nou cazul particular în care d(«) = (s — j) (s — « ) Atunci: / («) = , a(«) = ( ~ i), A(«) = (« — »i) ) fiW - V, A(^) = = w- sji) , /«(«) = (« — *i) (s - s»), fY-tf) = iU) (j/— U), FORMULAREA SISTEMATICA A CONDIȚIILOR DE STARE și ( ) devine : Ku и (S Sl) к л/ — ги (s — Sj)' (s Si) ^- (л/ — SjU) (s - sj K (j/ — s U) (j/— s U) (Ю ) In acest caz matricea coeficienților este superior triunghiulară și poate ii ușor inversată Aceasta este în general adevărată pentru această selec-are a polinoamelor rezolvante Pentru exemplul tratat anterior, dat in ( ), ecuația rezolvantă devine: i i ■ ku- l! - K = si + V i д — S Ecuația ( a) este forma normală a ecuației de stare; x este vectorul de stare, și elementele sale sînt variabilele de stare în reialitate, vectorul de stare din ultima pereche de ecuații este o combinație liniară a „vectorului de stare” inițial (cu tensiunile ramurilor de capacități și curenții contururilor de inductanțe ca variabile) și vectorul sursă e Chiar eu această transformare, ecuația a doua din pereche — ecuația de ieșire — poate să conțină încă termenul dejdt Vom stabili pe scurt condițiile în FORMULAREA SISTEMATICA A CONDIȚIILOR DE STARE care va apare aceasta Pentru mai multă exactitate, ne vom referi la prima ecuație din fiecare pereche ca la ecuația de stare și la a doua ecuație a fiecărei perechi ca la ecuația de ieșire Cele două ecuații vor forma ecuațiile de stare în continuare ne-a preocupat rezolvarea ecuației de stare și aceasta fost făcută prin găsirea în primul rînd a unei soluții pentru ecuația omogenă (cu e = ) Simbolic această soluție implică exponențiala matricială e-^, astfel am căutat să determinăm metode de evaluare a acestor funcții de o trice Odată ce exponențiala matricială este evaluată, vectorul de stare -:e găsit din ( ) Vom amîna considerațiile următoare de evaluare icestei integrale și consecințele ei pentru capitolul următor Trebuie să găsim o formă de scriere a ecuațiilor de stare ( ) pentru ețea dată și să arătăm că este generală Să observăm pentru început ■ 'te posibil să alegem ca variabile de stare, unele variabile care nu sînt • uni pe capacități și curenți prin inductanțe în fig de exemplu, trebuie aleasă ca variabilă de stare curentul : in rezistență iR, și nu tensiunea pe capacitate — deoarece vc este direct 'oporțional cu iB Considerații topologice Prima etapă constă în selectarea unui arbore normal (sau arbores pă normală) în general acesta nu este unic Dacă nu există degenerări ntururi de capacități sau secțiuni de inductanțe), cel puțin elementele •- tive vor fi atribuite în mod unic la arborele sau coarborele normal — nu și elementele rezistive Totuși, cînd există degenerări, va fi necesară alegere chiar pentru elementele reactive în concordanță cu convenția noastră obișnuită în scrierea unei matrice ontururi sau secțiuni, numerotăm mai întîi ramurile și apoi coardele face aici o convenție mai detaliată de numerotare a laturilor șiadop- ECUAȚII DE STARE tăm următoarea ordine în interiorul celor două categorii de ramuri și coarde: Hamuri Ramuri de surse de tensiune Ramuri de capacități Ramuri de rezistențe Ramuri de inductanțe Coarde Coarde de capacități Coarde de rezistențe Coarde de inductanțe Coarde de surse de curenți Menționăm că termenii „ramură de rezistență” și „coardă de rezistență” includ laturi de multiterminale ca: giratori și sui se comandate a căror relații v — i sînt algebrice ca la o rezistență Nu impunem o ordonare specială în numerotarea unor astfel de laturi, dar ele sînt incluse printre laturile care reprezintă rezistențe Această numerotare a laturilor conduce la o separare a vectorilor de curent și tensiune după cum urmează : Vjs ’ și v(- ѴЛі Ѵд, Ju — а — b; lei Și = • bu ’/л • • Jbl LU J ( C R L J ramuri [ R ' — — — — L Dacă există o coardă de capacitate, existența ei va fi determinată de existența unui contur de capacități Deoarece nu există rezistențe și inductanțe într-un astfel de contur, coloana C care corespunde unei coarde de capacități nu poate avea o intrare diferită de zero în liniile care corespund ramurilor R și L-, adică, intrările din prima coloană și liniile trei și patru trebuie să fie zero în mod similar, dacă există o ramură de inductanțe, ea va fi determinată de existența unei secțiuni de induc-*anțe De asemeni nu pot exista rezistențe și capacități într-o astfel de -ecțiune, linia corespunzătoare ramurilor de inductanțe nu poate avea intrări diferite de zero în coloanele care corespund coardelor O și ? Iteci Qz poate fi scris astfel: coarde -> ramuri Qe„ Qel Qzy Qcc CR QcZ Qcj Qrr Qrl Qbj o ( ) • ind introducem aceasta în ecuațiile Kirchhoff din ( ), rezultatul poate : dezvoltat iar ca mai jos: E = WEC’CI — QiszKî Vi'jtr ( a) Rt — — Qcc’c» — ОстгЪгі — Qczîzi Qcu / ( ft) bu — — Qfi/dw — ОльКг — Qbj / ( c) ’zi — — Олл'/ г — Qzjb ( d) VC( = Q ECVE + Q OTvCf ( c) VRl = Q'jErYe + Q свУсі + v rrvri (ИЗ/) = Q ЕіУе + QYz'ci + (Гві'лі + ( Z dt Lu ( ) în aceste expresii C( și C( sînt matricele ramurilor și coardelor de capacități ; ambele sînt diagonale Deoarece pot exista inductanțe mutuale, pot apare cuplaje între ramuri și coarde de inductanțe tot așa de bine ca și între ramurile de inductanțe și între coardele de inductanțe Nu este necesar deci ca matricele de inductanțe să fie diagonale (L„ și L[( nu sînt chiar patrate), dar L/( și L(J sînt simetrice și L(( = L£( Menționăm că menținînd matricele de capacități și inductanțe sub semnul derivatei, aceste expresii se aplică tot așa de bine rețelelor variabile în timp Variabilele care pot interesa sînt vct și iu; toate celelalte trebuie eliminate Pentru capacități, aceasta înseamnă eliminarea lui iC(, v J și FORMULAREA SISTEMATICA A CONDIȚIILOR DE STARE L- Să începem această operațiune prin scrierea lui ( ) după cum urmează : ici ~ Qcc*ci •— Qcc] ( ) — — Qc'libii — QcZ*ZI Qcj ! în partea stingă, introducem relația v — i ) Aceasta devine : pentru capacități din [U Qcc] [ = [U Qcc] [n‘ ici J ai ț — [U Qcc][C( ° Г Vc' di C,J LQccVci + Qec'A = aeu dt Mo' жь ( ) + A[U dt Qcc] Qcc VE- Tunătoarele etape rezultă din mplificare definim : substituirea lui vGt din ( e) Pentru = [U Qco] ? U Qcc — C( + Qcc'CiQcc j ( ) ie este egală cu C( dacă nu există contururi de capacități, și o o £ = - [U Qcc] Ci -Qc QccCjQb'c > ( ) c - este matricea zero cînd nu există contururi care să conțină numai : acități și surse de tensiune independente Prin introducerea ultimelor A ecuații în ( ), obținem : ~~ — QcrÎrI — Qci’il QcA + (^Ve)- ( ) dt dt A există încă o variabilă nedorită aici, iB;, dar înainte de a discuta - marea ei, să ajungem la un rezultat similar pentru inductanțe ECUAȚII DE STARE începem această operațiune prin scrierea lui ( w + L„Qw, -Чі ijf(J L—"ы — (L[j QmL(()Qcj care este matricea zero, dacă nu există secțiuni care să conțină numai inductanțe și surse de curent independente Introducînd ultimele două ecuații în ( ), se obține: (^*£ ) = Qcz'ri + Ѵль'ві + ОеіУе + (•Sfij) ( ) dt dt FORMULAREA SISTEMATICA A CONDIȚIILOR DE STARE S Aceasta este duala lui ( ) Ea conține de asemeni variabila nedorită vRt, tot așa cum ( ) conține pe іЛ( Pentru a continua procesul de eliminare va fi necesar să exprimăm : elațiile v — i ale laturilor rezistive în termenii acestor două variabile b Și Ѵці (curenții coardelor de rezistențe și tensiunile ramurilor de rezistențe) Vom presupune că relațiile v — i pe laturile de rezistențe pot fi scrise astfel : ( a) ( ) Aceasta este una din formele parametrilor hibrizi’) Ea este diferită aceea din capitolul pentru ecuațiile de variabile mixte Pentru rețelele ЛЕС, matricele Ga și GM vor fi diagonale, și Gi( și G(î vor fi matrici :-:o Mai general, nu este necesar ca vreuna din matrici să fie diagonală, - pot fi toate diferite de zero Aceasta nu ne asigură că pentru o rețea ă, există ecuații de forma ( ); dacă ele nu există, metoda dezvoltată : i nu este aplicabilă Aceasta nu înseamnă că nu există ecuații de stare, doar că această metodă nu este bună în acest caz Ca un exemplu simplu, să considerăm rețeaua din fig Arborele l rmal include numai două din capacități Laturile de rezistențe ale fului sînt toate coarde, iar relațiile lor v — i au forma i = , — ~kv = ^ , : Putem folosi relațiile o — i, pe laturile de rezistențe și intr-o altă formă decît a para-hibrizi (aceea a parametrilor у, a parametriloi' z, sau a parametrilor ABCD) Lăsăm г alte posibilități de reprezentare a relațiilor v — i pe laturile rezistive, ca un exercițiu • ■ dumneavoastră ECUAȚII DE STARE Ecuația a doua ne împiedică să scriem o ecuație de forma lui ( ) Aceasta din cauza sursei de tensiune comandată de tensiunea pe o capacitate, care introduce o restricție algebrică suplimentară între tensiunile pe capacități, reducînd în felul acesta ordinul de complexitate Aceasta înseamnă că arborele normal trebuie să conțină numai o singură capacitate Putem scrie ecuația de stare pentru această rețea, cu un efort foarte mic, demonstrînd că: dt, G - - ® - dt + C /(l - A) Întorcîndu-ne acum la problema eliminării lui iRl și vR( din ( ) și ( ), putem folosi pentru aceasta, relațiile v — i din ( ) și relațiile topologice din ( c) și ( /) După ce ultimele două sînt substituite în primele două și termenii rearanjați, rezultatul va fi: (l - G(( Qb«) i/îi — GH QKKvBj = = G,( Qcr''c« G(( ~ GRQ£E G(( ij, ( a) G« Qbk Iri " (U — G(| Qkk)VBI — — G(( Qcr vc C R L J ramuri E Qec Qer Qrl Qrj = iu Qil Qi = c Qcc Qcr Qcl Qcj ? •• Одд Qrl Qrj L Qll QLJ- >C( d G( ® vct i ci dt vCi ' R , C, R și L; apoi coarda C, R, L și sursa — i Pentru simplificare, presupunem că numerele ramurilor sînt de asemenea valori numerice pentru elemente : rezistența □ Fig Exemplu ilustrativ pentru ecuațiile de stare fiind dală in ohmi, inductanța tn henry și capacitatea in farazi Cu această normal, parametrii ramurilor sînt: alegere a arborelui " «l = [ , »u = ( = [ Următoarea etapă este să se scrie matricea Q și să descompună In mod adecvat: coarde C R R E ramuri Q = E ■ t ' C - R‘ ’ - - - - L - FORMULAREA SISTEMATICA A CONDIȚIILOR DE STARE Diferitele submatrici sînt evidente din partitionare Matricele parametrilor se calculează după cum urmează : =(t + Qcc (i^cc — [ ] [ - ' Jă? = l-o + Q'll Qll — — ' + io в = B; + Q^r(QbB = [ ] + [ = [ ], G = Gi + Qbr gi Qbb — ~‘ ‘ In etapa următoare se calculează matricele (x — ,^ e) Observăm că prezența derivatei tensiunii sursei este determinată de bucla de capacități care include sursa de tensiune Sursa de curent nu este onținută în secțiunea de inductanțe, astfel că nu apare derivata curentului sursei Deși am rezolvat complet exemplul de evaluare a tuturor matricelor definite în prealabil, introducîndu-le apoi în formele, pentiu orice problemă dată am fi putut de asemenea proceda printr-o revenire de fapt la etapele derivării Aceasta poate necesita uneori un efoit mai mic decît înlocuirea în formulă Ați putea rezolva exemplul și în acest fel și să comparați volumul de muncă ECUAȚII DE STARE Considerații privind sursele comandate în scrierea ecuațiilor de stare pentru exemplul precedent, am evaluat matricele care apar în ecuațiile finale și le-am substituit în acestea Cînd ne referim la rețele nepasive, nereciproce, acest mod de abordare nu este posibil Va fi necesar să ne întoarcem la un punct intermediar în deducerea ecuațiilor și să continuăm etapă cu etapă de acolo Ecuațiile de bază sint ( ), ( ), ( ) și ( ) Etapele de parcurs și diferențele față de cazul RLC sînt următoarele : Se scrie matricea Q și se descompune — ca pentru RLC Se evaluează matricele și b = °> i>, = nv-, zs — Sm ul • ECUAȚII DE STARE Folosind aceste relații, relațiile o — i ale laturilor rezistive, in concordanță cu ( ) devin : Г ' Qib Уи- ( ) Aceasta este o ecuație pur algebrică care leagă tensiunile și curenții elementelor reactive și mărimile care caracterizează sursele Menționăm că derivatele surselor au fost de asemenea eliminate O interpretare a diferitelor matrice se poate obține considerând rețeaua din fig Rețeaua este prezentată ca o interconectare de subrețele Subrețeaua centrală constă din toate laturile de rezistență (inclusiv sursele comandate etc ) la care sînt conectate subrețelele de capacități, inductanțe și surse independente Subrețeaua de rezistență poate fi considerată ca un multiport FORMULAREA ECUAȚIILOR DE STARE A MULTI-PORȚILOR cu tot atîtea porți cîte elemente reactive și surse independente există Trebuie acum să distingem care elemente reactive sînt ramuri și care sint coarde Aceasta poate fi examinată simbolic ca în fig , unde fiecare element reprezintă o subrețea din clasa sa Fiecare variabilă asociată porților este valabilă pentru toate variabilele scalare din clasa sa și astfel este un vector Fig Interpretarea multiporlului Orientările variabilelor sînt compatibile cu orientările considerate în obținerea ecuațiilor Orientările curenților sînt opuse referințelor standard pentru curenții porților Astfel, în multiportul de rezistențe puterea ire intră la oricare din porți este — v'i Hamurile și coardele de capacități, ;• ramurile și coardele de inductanțe sînt arătate ca subrețele separate, "ă ne amintim, că pentru a ajunge la ( ) pentru cazul general, presu-: unem că nu este introdusă nici o restricție algebrică de laturile rezistive are să reducă ordinul de complexitate sub acela obținut din considerații «supra elementelor reactive exclusiv Presupunem circuitul în gol la toate coardele reactive și sursele de urent independente și scurtcircuit la sursele de tensiune Aceasta face a vectorii ici, ii;, ij și v/; să fie zero Dar dacă toți curenții coardelor ie inductanțe sînt zero, tot așa curenții ramurilor de inductanțe vor fi rero, fapt care rezultă din KCL pentru secțiunile de inductanțe; adică = Cu aceste considerații făcute, din ( ) se poate scrie : - iC( = ^vc ■ ( ) re-e ECUAȚII DE STARE Reamintindu-ne orientarea opusă a curenților de poartă, conchidem că este matricea admitanțelor în scurtcircuit a multiportului rezistiv ale cărui porți sînt terminate pe ramuri de capacități, în timp ce toate celelalte elemente reactive sînt scoase din circuit (în gol) și toate sursele independente sînt îndepărtate (ceea ce înseamnă că sursele de tensiune sînt scurtcircuitate și sursele de curent sînt în gol) Această interpretare ne dă o metodă de calcul a matricei J pentru o rețea pur reziști vă, fără a parcurge tratarea formală din ultimul paragraf Celelalte matrice pot fi evaluate într-o manieră similară Pentru a găsi SC, scurtcircuităm toate ramurile reactive și sursele de tensiune independente, și lăsăm în gol sursele de curent, astfel ca vc curtcircuitate, și У este calculat prin găsirea tensiunilor pe coardele de inductanțe în gol, ambele rezultînd ca urmare a prezenței surselor de tensiune independente Similar, presupunem că scurtcircuităm toate ramurile reactive și sursele de tensiune independente și lăsăm în gol coardele reactive Atunci ) conduce la in = Jfv, ( a) yLl=—^ij ( ) Astfel, Ж este calculat prin găsirea curenților în ramurile de capacități ~ urtcircuitate, și este calculat prin găsirea tensiunilor pe coardele de mductanțe lăsate în gol, — ambele rezultînd ca urmare a prezenței surselor de curent independente Re + n R l + « fc t = - l-Hi Ă- (gm + ^б) - пЧ = - дтъ - = rs , n k = -va l + n*k П /г riO — ■^в' H- ‘ + П" ( Vom ilustra aceasta cu ajutorul exemplului din fig Nu există surse de curent în acest caz, astfel că și sînt ambele matrici zero Pentru a găsi pe У și У, lăsăm în gol ambele inductanțe și scurtcircuităm ■ apacitatea Rezultatul este arătat în fig Curentul i este determinat ECUAȚII DE STARE în mod obișnuit, observînd că Ii și n Rt sînt în serie Se obține acum direct v-, ca R i Aceasta determină curentul sursei comandate, și din LKC se găsește й Tensiunile i’a și r se obțin de asemenea direct Detaliile sînt arătate în fig Rezultatul este m + Ge , [ + n-k ]' П к + n k + n k care este în concordanță cu ( ) în rezumat, cu excepția termenilor care conțin derivatele surselor, am obținut ecuația de stare vectorială completă din calculul unei rețele rnultiport rezistive, împreună cu evaluarea lui și ] = [ ? ]; astfel că # este găsit de asemeni ușor și anume: - R - ( + r) - ( + r) = V = [ r + ([x + ) r + ([x + ) r + ((x + l) = ^vC( « de capaci- Pentru matricele care au rămas vom lăsa în gol coarda tate și vom scurtcircuita ramurile de capacități Detaliile de calcul rămîn pentru dumneavoastră Rezultatul va fi: *i‘ l J - r + (țx + ) ’ (Н + )Й r + (p + ) r + (|x + ) Vj = V = rR r + (jx + ) COURANTS ET ACTION POLITIQUES EN BOUMANIE A LA FIN DU XIXe S în acest exemplu, deoarece unica sursă este o sursă de curent de valoare zero, nu este necesar să găsim Ж și ; ele vor fi oricum multiplicate ț rin zero în ecuațiile finale Le-am calculat aici, dar numai pentru a face exemplificare Putem acum să scriem cu ușurință ecuația de stare și ecuația de ieșire Pentru simplitate, să folosim următoarele valori numerice : C = —; • = R = ; p = Atunci : ri А я Г — - ] = A A A , 'g’- = - - A A A L J - - Г - — ll-i Г ] [- ~ — ], obține ecuația de ieșire corespunzătoare, trebuie să folosim ( a) ire se reduce la iC( = — C( unde C( este o matrice diagonală u elementele diagonalei egale cu C — — • Din iCj nu ne interesează iecît linia a treia Astfel ecuația de stare și ieșire va fi: «il - - - vv = — A -?' - J L« J A casta completează exemplul , ECUAȚII DE STARE PROBLEME P Pentru rețelele din fig PI determinați: a) numărul de frecvențe naturale și b) numărul de frecvențe naturale diferite de zero Verificați răspunsurile dvs prin considerarea formulelor topologice pentru determinarea matricei admitanțelor la noduri sau a matricei impedanțelor pe bucle Fig PI P Pentru fiecare din rețelele din fig P , trasați cel puțin un arbore normal P Arătați cel puțin trei arbori normali pentru rețeaua din fig din text P Ciți arbori normali există în fig din text? P Ecuația referitoare la fig conține derivata tensiunilor surselor Faceți o trur formare de variabile astfel ca ecuația corespunzătoare în noile variabile să nu conțină deriva! tensiunilor surselor Puteți interpreta noile variabile în termenii rețelei? P ti Presupunem că A și В sînt matrice patrate de același ordin în ce condiții este valabilă următoarea relație : E*e« = e* + « Folosiți acest rezultat pentru a arăta că ( ) este o consecință valabilă a lui ( ) P Arătați că fiecare din următoarele matrice satisface ecuația sa caracteristică ( PROBLEME P Folosind teorema Cayley-Hamilton, găsiți inversa fiecărei matrice nesingulare din Problema P Fie f(s) un polinom și d(s) polinomul caracteristic al matricei st Fie g(s) polinomul este de cel mai mic grad care se obține cînd f(s) este împărțit prin d(s) Evaluați pc f( e/) In fiecare din următoarele cazuri: (a) f(s) = se + s + s și a' (b) f(s) == s + s + ss + s + și = ri (e) f(s) =- s‘ + s + și V = — — — P Pentru o matrice dată P Determinați ecuațiile de stare pentru rețeaua amplificatorului diferențial reprezentată în fig P Folosiți modelul tranzistorului arătat în fig P & P Determinați ecuațiile de stare pentru rețeaua reprezentată în fig P , folosind ielul tranzistorului arătat în fig P Ieșire V Fig P ECUAȚII DE STARE P Determinați ecuația de stare pentru fiecare din rețelele de oscilator arătate în fig P a, b c folosind modelul tranzistorului din fig P Fig P P Rețeaua reprezentată in fig P este un circuit de oscilator RC simplu Determinați ecuația de stare și indicați pentru ce valoare a lui a există valori proprii imaginare ale lui j/ ~BF ГчйннГ -o , Fig P ft P Presupunem că jj/ și din ( ) nu au valori proprii comune Fie У ap,"-' = w și £Â"* i polinoamele caracteristice ale lui și respectiv ,fF i = o Fie ,v = o M, = Mfc = Мд-г + м, , - A Mt JT, A = , , Soluția lui ( ) este atunci dată de una din următoarele ecuații: t- Pentru fiecare parte a problemei , găsiți pe SF folosind una din formulele de mii sus, alunei etnd valorile proprii ale lui și sint diferite 'PROBLEME P (a) Pentru rețeaua arătată în fig P a , specificați numărul de frecvențe naturale numărul de frecvențe naturale diferite de zero, b) Repetați aceasta pentru rețeaua din P b Stabiliți dacă valorile frecvențelor naturale (nu numărul lor) sînt aceleași sau :- :e in cele două cazuri Explicați Următoarele șase probleme fac pregătirea pentru scrierea unui program pe calculator, ne ajute in rezolvarea acestor probleme în fiecare caz, trebuie găsită o diagramă de • rare (organigramă) și un set de instrucțiuni de programare Pentru un program pe r -calator digital, cel mai folosit limbaj este FORTRAN IV Găsiți un set de instrucțiuni pentru program P Pregătiți un program de evaluare a [su — prin algoritmul matricei rezol-та=- е din ( ) P Pregătiți un program de evaluare a lui din ( ) P Pregătiți un program de identificare a unui arbore normal pentru o rețea (conectată) fiecare latură este determinată de o succesiune de cuadripleți de numere : primul număr : latura, al doilea număr indică tipul ei în concordanță cu lista dată mai jos; al treilea r uatrulea număr identifică nodurile la care este conectată latura Programul va numerota - u laturile în concordanță cu convenția din paragraful , referitoare la „considerații Humor Tip de la furi Surse de tensiune independente Surse de curent independente Capacitate b Rezistentă Induci anta , , f, , , , b , * , , , В , , ® , ‘t, , / , , , І % ",S Fig P ECUAȚII DE STARE topologice” și va oferi ca date de ieșire succesiunea cuadriplețllor de numere cu noua numerotare a laturilor Un exemplu de set tipic de date este dat in fig P pentru rețeaua prezentată în această figură I* Pregătiți un program pentru a determina, în primul rind, o reducere a matricei de incidență la noduri a unei rețele conectate și apoi a matricei de secțiuni f asociată unui arbore normal Luați ca date de intrare, datele de ieșire din problema Presupuneți că al treilea număr al fiecărui cuadruplet de numere indică nodul la care este conectată coada săgeții laturei; atunci nodul de la vîrful săgeții laturii va fi al patrulea număr P Pregătiți un program pentru determinarea lui jj/, și ,^ din ( ) cind rețeaua este (a) RC fără coarde de capacități și fără ramuri de rezistențe (b) RC fără coarde de capacități (c) RC fără ramuri de rezistențe (d) RC (generală) (e) RL fără ramuri de inductanțe și fără coarde de rezistențe (f) RL fără ramuri de inductanțe (g) RL fără coarde de rezistențe (h) RL (generală) (i) LC fără coarde de capacități și fără ramuri de inductanțe (j) LC fără coarde de capacități (k) LC fără ramuri de inductanțe (l) LC (generală) (m) RLC (generală) Datele de intrare sint oferite ca o succesiune de cvintripleți de numere : primul număr indică ramura, al doilea număr indică tipul său în concordanță cu convenția făcută în problema , al treilea număr indică nodul din care pornește latura, al patrulea număr indică nodul în care sosește latura, și al cincilea număr indică valoarea parametrulu i asociat laturei (zero pentru toate sursele independente) Presupunem că evaluarea secțiunii/"prin programul de la problema * este accesibilă P Combinăm programele problemelor * și * cu fiecare din cele ale problemei * pentru a obține un singur program care, pornind de Ia datele de intrare ale problemei *, să determine ecuația de stare a rețelei pentru fiecare din tipurile rețelelor enumerate în problema * Soluții integrale Am ajuns acum la stadiul în care fiind dată orice rețea liniară, rvariantă în timp și o excitație arbitrară, se poate obține răspunsul com-Metodele în domeniul frecvenței complexe din capitolele și sînt •*e utile în determinarea unei expresii analitice pentru răspuns în * "icular cînd rețeaua nu are energie inițial acumulată am văzut că -s poate fi caracterizată prin funcția sa de transfer Deci nu este neapărat l -ar ca rețeaua să fie dată, atît timp cît funcția sa de transfer este -uoscută Metodele în domeniul timp din capitolul sînt de asemenea utile în ■ ilirea unei expresii analitice pentru răspuns, dar ele sînt îndeosebi -vate evaluării numerice a răspunsului în domeniul timp Ca și în cazul metodelor în domeniul frecvenței complexe, dacă -*- iua nu are energie inițial acumulată, atunci nu este nevoie ca ea să - dată; este suficient a cunoaște relația integrală ce dă răspunsul ei în i L ’ie de excitație în acest capitol ne vom ocupa mai întîi de problema determinării unsului unei rețele la o excitație arbitrară — în cazul în care nu se Li rețeaua dar se cunoaște răspunsul ei la anumite excitații standard, r entru a defini aceste excitații standard se vor folosi funcțiile treaptă și zipuls unitate Vom stabili rezultate analitice folosind ambele metode, în ' eniul frecvenței complexe și în domeniul timp în plus, vom trata : ■ • denia obținerii rezultatelor numerice în domeniul timp Pentru început, să facem legătura între răspunsul rețelei în domeniul : - venței complexe și răspunsul în domeniul timp Pentru realizarea aces-scop avem nevoie de un rezultat din teoria transformatelor Laplace I - trece acest rezultat este probabil mai puțin familiar decît cele obișnu-?um ar fi dezvoltarea în fracții parțiale, vom consacra o anumită parte ; rezentului capitol, discutării lui SOLUȚII INTEGRALE TEOREMA CONVOLUȚIEI Presupunem că o rețea neavînd energie inițial acumulata este excitată de o sursă de tensiune și/sau curent la diferite intrări și se cere a se determina tensiunile și/sau curenții la ieșirile ei în fig este dat un exemplu; în circuitul reprezentind un amplificator există o sursă de tensiune și o sursă de curent Răspunsurile cerute sînt cele două tensiuni ve și vQ și curentul if Transformatele vectorilor excitație și răspuns pentru acest circuit sînt după cum urmează : E(s)=^[e(/)] = Лі(«) î ffS (A') W(s)= X w(/) = î o (s) w Іл (d presupunînd că e(t) este transformatul Fie H(s) matricea funcțiilor de transfer, denumită matrice de transfer, legînd transformatele excitației și răspunsului Atunci transformata răspunsului poate fi scrisă: W (s) = H(s) E(s) ( ) în acest exemplu, H este de ordinul ( , ), dar relația este cu totul generală în cazul general E este un p-vector; și W, un r-vector; deci И este de ordinul (r, p) Fiind cunoscut W (e), in majoritatea cazurilor se găsește w(t) făcînd dezvoltarea în fracții parțiale a lui W(s) calculînd apoi transformata inversă pentru fiecare termen din dezvoltare Ceea ce dorina să facem acum, este să exprimăm atît H(s) cît și E(s) în raport cu funcțiile de timp ale căror transformate sînt Presupunem că H(s) este transformata unei TEOREMA CONVOLUȚIEI matrice de funcții avînd puncte ordinare x) Dacă putem exprima rezultatul calculelor următoare asupra acestor funcții de timp în forma : W(S) = f( )e-s /, atunci, din definiția transformatei Laplace, putem trage concluzia că termenul inchis în paranteze este vectorul răspuns dorit Ceea ce intenționăm să facem nu depinde de interpretarea lui H(s) ca o matrice de transfer și a lui E(s) ca vector excitație De aceea vom folosim cursul dezvoltării de mai jos o notație mai generală Fie F j(s) și F (s) transformatele Laplace ale matricelor de funcții ■^i(i) = [/iW( J Și ^( = ЕЛуШЪ respectiv; adică, ( a) ( b) Am folosit variabilele auxiliare и și v în locul lui t, pentru a evita confuzii in dezvoltarea ulterioară Presupunem că produsul matricelor F (s)F (s) este definit Atunci găsim : F(s) — Fj(s) F (s) F(s) = F («)F (s) ( ) Ultima egalitate este evident justificată căci fiecare integrală din lîndul doilea este o constantă în raport cu cealaltă variabilă de integrare Produsul integralelor din membrul al doilea poate fi interpretat ca o integrală dublă calculată pe un plan ale cărei axe coordonate sînt и și v Integrarea trebuie să fie făcută pe întreg cadranul întîi așa cum se arată în fig a Vom face acum o transformare de variabile după cum urmează : « = « + *> ( ) T = « ) Funcție în sensul obișnuit al cuvîntului, iar în lucrarea de față fiind continuă, sau continuă pe porțiuni sau local integrabilă Aceasta pentru a face deosebirea între funcțiile obișnuite și cele generalizate definite în Anexa (N T ) SOLUȚII INTEGRALE în realitate, a doua din relațiile de mai sus este o transformare identitate și este introdusă numai pentru claritate Acum trebuie să exprimăm integrala dublă în funcție de noile variabile Elementul de suprafață dw dv referitor la variabilele inițiale este legat de elementul de suprafață dt dt referitor la noile variabile prin Jacobianul transformării: astfelx), Fig Domeniul de integrare ' du dv d u dv = dt dt du dv dtdt dt dt Calculînd derivatele parțiale din ( ) și substituind aici se obține rezultatul dt dt = du dv Pentru a completa schimbarea de variabile trebuie să determinăm noile limite de integrare Observăm că deoarece t' — и + v = т - v, și deoarece v ia numai valori pozitive, t nu poate fi mai mic decît t Dreapta t = t în planul t—t este bisectoarea primului cadran; astfel domeniul de integrare este suprafața cuprinsă între această dreaptă și axa t, așa cum se arată în fig b Pentru a acoperi această suprafață, integrăm mai întîi în raport cu т de la v = la т = t; apoi integrăm în raport cu t de la la infinit Cu schimbarea de variabile dată în ( ) și cu limitele schimbate așa cum s-a discutat, din ( ) obținem : ( ) Aceasta este exact de forma ( ), astfel incit putem identifica cantitatea dintre paranteze ca ^(t) Este clar că dacă în ( ) scriem Fj(s) în funcție de variabila auxiliară v și F (s) în funcție de u, atunci în rezultatul dat de ( ) argumentele lui și vor fi schimbate între ele Ca Vezi Wilfred Kaplan, Advanced Calculus Addison-Wesley, Cambridge Mass p TEOREMA CONVOLUȚIEI urmare, rezultatul final poate fi scris în cele două forme diferite echivalente : ( ) ( ) Operația executată asupra celor două matrice (t) și ^ (t) reprezentată de aceste două expresii se numește convoluție Spunem că s-a efectuat produsul de convoluție al matricelor Convoluția a două matrice este adesea notată prin notația prescurtată * ^ - Putem enunța rezultatul ie mai sus sub forma unei teoreme, după cum urmează Teorema convolu-ției — Fie două matrice ^(t) și ■Ffd') transformabile Laplace și avînd trans-■ armatele FT (s) respectiv F (s) Produsul lui Fj (s) cu F (s), dacă ele se pot • mulți, este transformata Laplace a produsului de convoluție al lui ■^r (i) prin ^ (t) = F(s) = F^F^s), ( ) unde &(t) = ^ = \ ^і(т)Я (і — r)dr = \ ^(t — t) ^ (т)йт ( ) - Jo Deoarece folosim încă notația generală, să enunțăm încă un rezultat util referitor la derivata produsului de convoluție a două matrice Dacă cele două matrice (t) și ^(t), sînt transformabile Laplace și în plus -int derivabile pentru t> (ele trebuie să fie numai continue la t = ), tunci produsul lor de convoluție va fi de asemenea derivabil pentru t > Derivata va fi Se (t) = (' ^ ( t) > (t - t) Йт + (t) ^ ( ) Jo ( ) sau ( ) unde punctul indică derivarea în raport cu t Aceste expresii pot fi obținute aplicînd formula lui Leibnitz de derivare sub integrală De fapt, putem observa că în realitate nu avem nevoie de ipoteza că ^(t) și ^ (t) SOLUȚII INTEGRALE sint ambele derivabile — Dacă una din funcții este derivabilă și cealaltă continuă, atunci produsul de convoluție este derivabil Deși toate relațiile precedente an fost scrise în formă matriceală, rezultatele sint desigur valabile la fel de bine și în cazul scalar, un scalar fiind un vector unidimensional Astfel, pentru scalari, ( ) și ( ) devin : f(t) = t fi (t~ ~)f (~)dt Jo RĂSPUNSUL LA IMPULSUL UNITATE Să ne reîntoarcem la problema inițială a găsirii răspunsului w(t), al unei rețele neavînd energie inițial acumulată, avînd matricea de transfer (H(s), la excitația e(t) Reamintim că II(s) trebuie să fie transformata unei matrice de funcții avind puncte ordinare pentru a putea aplica teorema convoluției Aceasta implică faptul că H(s) tinde la O cînd s tinde la infinit în interiorul domeniului de convergență pentru H(s) Fie Ws (t) transformata inversă a lui ll(s); adică; ^-»{H (•)} - W, (t), ( ) motivul alegerii acestei notații se va vedea în cele ce urmează Teorema convoluției aplicată lui ( ) furnizează rezultatul Acesta este un rezultat semnificativ Folosind această expresie putem exprima răspunsul în domeniul timp al unei rețele la o excitație arbitrară e(t) în funcție de transformata inversă a matricei de transfer a rețelei RĂSPUNSUL LA IMPULSUL UNITATE Este posibilă și o altă interpretare, dacă în discuția noastră admitem funcția impuls unitate x) O astfel de interpretare nu este absolut necesară deoarece ( ) este ie 'ine stătătoare Totuși, interpretarea de mai jos este folositoare în numite ocazii De exemplu, folosind această interpretare se poate găsi n mod experimental o bună aproximație pentru W (f) Presupunem că toate excitațiile sînt zero cu excepția celei nurne-: rtate cu j și că aceasta este un impuls în acest caz, vectorul excitație notat prin es; (/), are toate componentele egale cu zero cu excepția celei ■ie ordin j, acesta fiind funcția impuls (t) Putem privi e ?(f) ca fiind □Ioana j a unei matrice a excitațiilor E (t), de dimensiuni p x p Astfel, de exemplu Г (Z) e (Z) = 'te al doilea vector coloană al matricei excitațiilor (t) Es(î) = (t) = S(î)U o S(î) în mod analog, fie vv J ( (î); adică w , (f) este mulțimea tuturor răspunsurilor scalare, atunci cînd există excitație la o singură intrare și această excitație este un impuls Să aran- x) Funcția impuls ( ) nu este o funcție avînd puncte ordinare; ea este o funcție generalizată în mod simbolic, putem folosi relații matematice ce conțin funcția impuls unitate si derivatele sale, așa cum folosim relații pentru funcțiile ordinare Pe de altă parte, rigurozitatea matematică implică considerarea fiecărei funcții ca o funcție generalizată și fiecare operație i fiind definită în spațiul funcțiilor generalizate O scurtă tratare a teoriei funcțiilor generalizate este dată de Anexa Aici este suficient să observăm că funcția impuls satisface relațiile f b de mai jos Pentru a b \ (f — t) d? = , Pentru valori ale lui -rin afara intervalului [a, ] fiecare din integralele de mai sus devine zero SOLUȚII INTEGRALE jăm acești vectori ww în coloanele unei matrice r x p, notată W (/) și numită răspunsul la impulsul unitate al rețelei —Observăm cu atenție că We(i) este un set (mulțime) de vectori răspuns avînd cîte o coloană pentru fiecare coloană a lui Es (t) Astfel Ws (t) nu este un răspuns observabil în timp ce fiecare din coloanele sale este un răspuns observabil Pe de altă parte, suma elementelor în fiecare linie а lui Ws (t) este un răspuns observabil (scalar) și anume răspunsul la suma tuturor excitațiilor x), aceste excitații fiind toate impulsuri Să ilustrăm aceasta cu exemplul din fig ' ( ' e«i ( = Ee (t) = е«г( — (t) (t) ■ • ( woSl( -wo- ^ ( wo- w (t) = ( ’ waa (t) = • Wa(t) = Ve ( »e ( -Lsi ( - ■* ( )- Lsi ( * (О' în final, suma elementelor din prima linie a lui Ws (t) (adică, vosi(O + - ®о г(О) este tensiunea v (t) cînd fiecare din cele două surse din figură este un impuls Să considerăm transformatele Laplace Deoarece Es (t) = (t) U avem ^{Es( } = ^{ ( U} =U ( ) Ecuația ( ) leagă coloanele corespunzătoare ale transformatelor lui E (t) și Ws(t) Deci folosind ( ) obținem ?{Ws( } =H(«)^{E ( } - II (s) ( ) sau echivalent Ws(t) = ^-i{H(s)} ( ) Ultima ecuație exprimă faptul că transformata inversă, a funcției de transfer a rețelei este egală cu răspunsul la impulsul unitate al rețelei Am anticipat acest rezultat folosind notația din relația ( ) Să ne reîntoarcem la ( ) Observăm că această ecuație exprimă faptul că fiind cunoscut răspunsul la impulsul unitate al unei rețele nea- Se aplică la toate intrările impulsuri și se observă răspunsul la ieșirea corespunzătoare liniei lui Wg( , numărul total de ieșiri fiind г (N T ) RĂSPUNSUL LA IMPULSUL UNITATE l x(t ) + У е^ ) RĂSPUNSUL LA TREAPTA UNITATE Deci, din ( ), pentru O^Z^l, rezultă ’ ' / în intervalul /> integrala de la la t trebuie să fie scrisă ca suma a două integrale, prima de la la , a doua de la la t Excitația în primul interval este CjP) = Z, aceeași ca în caculul de mai sus Deci în calculul următor este suficient a înlocui limita t prin în integrala precedentă și apoi a se calcula integrala a doua Observăm că nu se înlocuiește Z = peste tot în integrala calculată mai sus ci numai în contribuția ce vine de la limita superioară Astfel, pentru Z^»l ,,, W(Z) = у у ( - e- ) e-d- ) + b ( - e- ) e- (I- + ’ -о ■ + y(l - - ) e-('-i) + у ( - е-в)е-в(і-і) - Cititorul poate executa in detaliu calculele de mai sus și verifica faptul că ambele expresii dau aceeași valoare pentru w la Z=l RĂSPUNSUL LA TREAPTA UNITATE în paragraful precedent am stabilit că răspunsul unei rețele neavînd energie inițial acumulată poate fi găsit simplu dacă se cunoaște răspunsul la impulsul unitate al aceleiași rețele în acest paragraf vom arăta că , SOLUȚII INTEGRALE aceiași concluzie este valabilă și în cazul cunoașterii a ceea ce vom numi răspunsul la treapta unitate al rețelei Presupunem că toate excitațiile sînt zero, cu excepția celei de rang j, care este o treaptă unitate Notăm prin (t)un vector excitație avînd toate elementele egale cu zero cu excepția celui de rang j, aceasta fiind o treaptă unitate w(t) Putem privi eUJ- ca fiind coloana j a unei matrice p X p, E„(t) Astfel de exemplu ,(/— t) = [u(f—t)—u( = J«=l Jo ( Dar vectorul we/t) este răspunsul cînd intrarea j este excitată de un impuls unitate la momentul zero iar toate celelalte intrări au excitația zero Astfel, în cazul rețelelor cu mai multe intrări și ieșiri, o interpretare potrivită a lui ( ) este următoarea : răspunsul la excitația e( °т = о ,'O în această dezvoltare am presupus că excitația este o funcție continuă și că valoarea inițială este zero Presupunem acum că ea ai e discontinuități de valoare y; în momentul de timp tt, respectiv Vom considera o valoare nenulă inițială ca o discontinuitate la t = Excitația totală va fi atunci e(î) + ( [( -A-) ’) , , , , — H> [(l-A) Je(A' ) , , , , — u>s[( -A) | , , , , , н> [( -к) |е(АТ) , , , , , ws[( -A) ’] , , , , , h> [( —A) ']e(A- ) , , , , , a>s[( -A-) '] - , - , , , , «> ( -A)T]c(AT) - , - , , , , l abe и б , , - , - , — , , , , , — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — , — — — — , — — — — , , , — — , , , — — , , , , , , , , , , SOLUȚII INTEGRALE fără a avea de integrat funcții Pentru a face afirmația mai clară, să găsim răspunsul aproximativ la t/T = , , , , și pentru exemplul din fig , folosind valorile date în tabelul (Intervalele alese sint prea mari pentru a obține o bună precizie dar sînt suficiente pentru ilustrarea procedeului) Liniile și ale tabelului conțin valorile e(l:T) și w (fcT) citite din grafice Liniile numerotate impar, și anume cele asociate cu ws [(« — Ă)T], n — , , , , și se obțin copiind linia în ordine inversă începînd cu coloana corespunzătoare lui к = = n — Elementele în fiecare din aceste linii multiplicate cu coeficienții corespunzători din linia , formează coeficienții liniilor numerotate par și anume cele asociate cu wa[(n—k)T] e(kT) Suma coeficienților de la k— la к = n în fiecare din liniile numerotate par este we (nT)!T Astfel v wt (nT)/T , , , , , Acest calcul ne furnizează valori numerice pentru răspuns in cîteva puncte alese Valorile finale tabelate constituie o secvență în timp Cu aceste valori, seria în timp poate fi scrisă w( = £ we (nT)TS(t-nT) = £ £ [(n-k)T]e(kT)T} (t-nT)T ( ) n n- = Această metodă de reprezentare printr-o serie în timp conduce la așa numita metodă de analiză prin transformata — z folosită în sistemele cu eșantioane Același concept al seriilor în timp este de asemenea folosit în sinteza în domeniul timp Adesea problema de sinteză este specificată cu ajutorul unei curbe pentru excitația e(t) și a unei curbe dorite pentru w(t) Atunci una din metode este de a reprezenta e(t) și w(t) ca serii în timp utilizîndu-se apoi ecuațiile simultane date de ( ) pentru a găsi seria in timp pentru ws(t) Pentru sinteză se trece apoi la găsirea lui H(s) Problemele matematice ce se ridică sînt totuși prea numeroase pentru a discuta mai în amănunt această problemă în capitolul de față; astfel vom lăsa această aplicație cursurilor specializate în sinteză Rețele cu mai multe intrări și ieșiri Să examinăm modificările necesare în cazul rețelelor cu mai multe intrări și ieșiri Seria în timp pentru e(t) va fi e(t) = £ e(kT) (t—kT)T ( ) fc- SOLUȚII NUMERICE Răspunsul la această serie în timp pentru нТ^Л r Tx( ) + £ erf n - , - , - , - , - , tvK (nT) , , , , , ut(nT) - , - , - , , - , Erori transmisibile în evaluarea numerică a lui xt(nT) conform relației de recurență ( ) apare un tip special de erori Orice eroare în valoarea numerică a lui e(nT) se transmite și generează erori în x((nT) cu m>» Similar, o eroare în x( ) se transmite și generează erori în x((mT) Pentru a căpăta o idee asupra modului în care aceste erori se transmit pe parcursul calculelor, presupunem că e{nT) este cunoscut corect pentru orice n cu excepția lui n = n Fie e(n T) = ea(n T) - ț unde ea(n T) este valoarea reală iar C un vector eroare Presupunem de asemenea că x( ), ss'T și T sînt cunos-cuți corect Fie acum xa({nT) valoarea lui xe- (nT) pentru ri^n cînd e(n T) se înlocuiește cu е“(п Т) Atunci prin aplicarea succesivă a relației de recurență pentru n = n , n - , ,w, găsim x, (» T) = X/ (n T) + MțT și pentru n^n x,(nT) = rt*{nT) + (s^r; ^țT ( ) Observăm că eroarea & țT în răspunsul de stare la n T se transmite și produce o eroare în răspunsul de stare la nT, egală cu eroarea în x Вт ( ) eroarea propagată în xe-(«T), presupunind că n>m O problemă de mare importanță este studierea modului în care se comportă „mărimea” erorii cînd n crește Aici ne ocupăm însă de vectori eroare • prin urmare va trebui să specificăm această „mărime”; definim „mărimea” unui vector in raport cu norma sa Pentru reîmprospătarea cunoștințelor asupra normelor vectorilor și matricelor se poate vedea cap Acolo, norma unui vector e a fost notată cu і|е'| și definită ca un număr nenegativ avînd proprietățile: ||e|| = o dacă și numai dacă e = || as | = | a IU £ И, unde a este un număr real sau complex | + e || unde este valoarea proprie a lui К* К cu cea mai mare valoare absolută ( ) j|K », = max V fcl |, valoarea normei vectorului linie avînd cea mai mare normă-sumă de valori absolute ( c) Sîntem interesați în determinarea normei erorii în răspunsul de stare, în particular dorim să cunoaștem în ( ) dacă ||«„ || m în această ecuație cele două erori sînt legate prin matricea (s-°'r) Luînd norma ambilor membrii ai relației ( ) și folosind ( ) și ( ) obținem ll« ll Fie acum Ko cea mai mică valoare negativă a lui К astfel SOLUȚII INTEGRALE incit Л' r > У T; atunci pentru orice К avem i T/( l+ ) у (II ^ ТУ = А \ к + J д ||j/|| T К + Substituind acest rezultat în inegalitatea precedentă, găsim penti u К >K că IM|A'+ TK+l (ЛГ + ) ! , ’ A'+ ( ) Partea dreaptă a ecuației constituie o margine superioară pentru norma lui B Să ne reîntoarcem la norma lui c-*T Dacă se înlocuiește T prin — T în relația ( ), obținem seria de puteri de definiție pentru е *г; astfel £ —д/Т ьо * aZî* ir Se poate calcula ușor o margine superioară pentru Găsim * ’i II e-^|| ||з/||Т Deoarece || j/|| T = O, , găsim că Ko = Astfel din ( ), trebuie să găsim n К înclt să avem , ^+! - e , sin (t - T)dT = ; o df C (c) — + f( + f(T) (f - t) dr = - s- l , f( ) = dt Л P Să se găsească o soluție a următoarelor ecuații integrale matriceale : г' Г e-C- (a) dt df dt y( +) = j)( +) = Să se găsească o formulă explicită pentru у (t) (soluția), găsind mai întîi ș+ s + s + l PROBLEME Să se folosească această formulă pentru aflarea soluției cînd f(f) este P ll Pulsul de tensiune triunghiulară arătat în fig a se aplică circuitului din fig ă Pllb Să se calculeze răspunsul tensiune de ieșire pentru orice moment de timp, folosind teorema convoluției P Să se demonstreze teorema translației (deplasării) din teoria transformatei Laplace folosind teorema integralei de convoluție P Pulsul trapezoidal arătat în fig P a se aplică circuitului din fig P b Să se găsească răspunsul tensiune de ieșire folosind teorema convoluției SOLUȚII INTEGRALE P Circuitului din fig P a i se aplică drept excitații două surse de tensiune Tensiunile ca funcții de timp sînt arătate in fig P , b Folosind teorema convoluție! să se calculeze răspunsurile indicate pe figură și anume v, și f , în funcție de timp Г Să se demonstreze că Цг^З’Ц P Circuitului din fig P b i se aplică o excitație dată de Să se găsească impulsul aproximativ al circuitului pentru (Ы > (c) -i o - - - - P Să se repete Problemele și după înlocuirea lui j/, Q>, x( ) și £ prin x( ) = [ - ]', f = [ , , - , ]' P Să se repete problema înlocuind e(î) și x( ) cu fiecare din următoarele : (a) e(f) = [fe-(], x(°) = ° ° ' (b) e(/) = [sin î], x( ) = [ - ]' (c) e( = [ u(f)-u(f-l)], x( ) = [ ]' (d) e(Z) = [u(Z)-e- (î) Acest lucru sugerează o metodă de calcul a unei aproximări a lui r(t) : (a) se a aproxima e prin segmente de dreptă, (b) se va deriva o dată, pentru a obține o aproximare ' trepte a lui e (sau de două ori, pentru a obține o aproximare cu o succesiune de impul-■ ari a lui ё), (c) se va găsi răspunsul lui N la aproximația lui ё (sau ё) și (d) se va integra dată (sau de două ori) pentru a obține răspunsul aproximativ Folosind această metodă, mtru răspunsul la impulsul unitate sau răspunsul la treapta unitate, să se calculeze răspunsul aproximativ al circuitelor din fig P pentru excitațiile din fig P Următoarele patru probleme implică pregătirea unui program pentru a ajuta în ?narea soluției anumitor probleme In fiecare caz, să se stabilească o organigramă și un set ' instrucțiuni de program intr-unui din limbajele de utilizare de exemplu FORTRAN IV, intru un calculator numeric în scopul efectuării calculelor problemei Să se includă în program set de instrucțiuni de utilizare P * Să se scrie un program pentru evaluarea lui vvf' (nT) pentru n = , ■ ■ ■ N conform ( ) dt POLI, ZEROURI ȘI FRECVENȚE NATURALE ide x, e și w sînt respectiv vectorii de stare, de excitație și de ieșire Ulti-înl termen din cea de a doua ecuație poate să apară numai cînd un ele- ent al vectorului de ieșire este un curent printr-un condensator și sursă - tensiune independentă pe contur, sau o tensiune pe bobină și sursă de orent independentă pe secțiune Presupunînd condiții inițiale nule, luăm transformatele Laplace ale estor ecuații, rezolvăm prima din ele pentru X(s) și substituim în cea de doua Rezultatul va fi x): X(s) = (eU - j/)- ^E(s), W (s) = {% (sU — ja/)- Я + + s >}E (s) ( fc) Termenul din acoladă este matricea de transfer H'-s), în care fiecare din - -mente este o funcție de circuit Astfel: H («) = ^(«U - j/)- + + s " examinăm această expresie cu atenție Ultimii doi termeni indică o -lație directă între excitație și răspuns fără intervenția vectorului de sta-Acești termeni deteimină comportarea răspunsului cînd s tinde către m'mit De fapt așa cum s-a observat în ultimul capitol este matricea -ziduurilor lui H(s) la infinit în primul termen din ( ) ? și sînt matrice de numere reale Variata complexă s apare numai în (sU—Notînd d(s) polinomul carae "-A+ + b,X+••• -^ + b’o ’ F(s) = К (s-«P ) («-s„,) • ••(S-SpJ Deoarece fiecare din matricele j/, și din membrul drept al lui ( ) sînt matrice de numere reale și F(s) reprezintă orice element al lui ll(s), toți coeficienții lui s din ( a) trebuie să fie realix) Dacă s ia numai valori reale în ( a), atunci F(s) va fi real O funcție de variabilă complexă ) Acest enunț trebuie privit în mod obișnuit, deoarece este posibil a multiplica fiecare coeficient din numărător și numitor printr-un număr complex arbitrar, fără a schimba funcția Această dificultate este depășită fâcînd, să zicem, coeficientul puterii celei mai mari a numitorului să fie egal cu unitatea POLI, TEROURI ȘI FRECVENȚE NATURALE care este reală cînd variabila este reală, se numește funcție reală Astfel, funcțiile de circuit sînt funcții reale de s Din aceasta rezultă imediat jroprietatea de reflexie, anume F(s) = F( ); ( ) dică funcțiile de circuit iau valori conjugate în punctele conjugate din planul complex Să privim cea de a doua formă a lui ( ) în care sînt puși în evidență polii svk și zerourile k Pînă la un factor de multiplicare K, funcția de ircuit este complet determinată de polii și zerourile sale care îi determină Planuls n Fig Reprezentarea poli-zerouriior proprietățile analitice De fapt, polii și zerourile dau reprezentarea unei funcții de circuit așa cum este ilustrat în fig Zerourile sînt reprezen-' ite prin cercuri și polii prin cruciulițe Acestor reprezentări le spunem iagrame poli—zerouri Proprietatea de reflexie ( ) implică faptul că polii Pot fi obținute și alte forme dacă puterile pară și impară ale lui s sînt grupate atît la numărătorul cît și numitorul lui F(s) Astfel scriem Wi(s) - >ii(s) - f m (s) - n (s) ( ) unde тх și m sînt polinoame pare, iar și n sînt polinoame impare Ținînd seama de aceasta în ( ), avem Par F(s)= тл( )т ( ) — Пі( )П ( ) m (s) — n (s) ( a) Imp P(s) = »i(s)m (s)—^(з)»^) m (s) — n (s) ( ) POLI ZEROURI ȘI FRECVENȚE NATURALE Notăm că numitorul este același atît pentru partea pară cît jși pentru i ar tea impară a lui F(s) și este un polinom par Numărătorul lui Par F(s) este par și acela al lui Imp F(s) este impar, așa cum, de fapt, trebuie să fie Este interesant de a observa unde sînt situați polii lui Par F(s) (și de asemenea ai lui Imp F(s)) Din ( ) rezultă clar că Par F(s) are polii lui F(s) și F(-s') Dar polii lui F(—s) sînt imagini ale polilor lui F(sj glindite în raport cu axa imaginară Aceasta poate fi ilustrat luînd următoarele funcții F(s) și F(—s) : (s + ) (s + s + ) ’ F(-s) = m — nl ( — + ) (s — s + ) E >■) are un pol pe axa reală negativă și un pol complex conjugat în semi-i lanul stîng Polii lui F(—s) sînt imaginile oglindite ale acestora, așa cum ste arătat în fig Par F(s) are toți polii din fig , atît pe cei din -emiplanul stîng (s p s) cît și din semiplanul drept (s p d) Reprezentarea polilor din fig posedă o anumită simetrie O re-; rezentare a polilor care are simetrie în raport atît cu axa reală cît și cu xa imaginară se spune că are o simetrie cuadrantală Astfel spunem că olii lui Par F(s) și Imp F(s) au simetrie cuadrantală Fig Polii lui Par F(s) Funcția F(s) specifică o valoare a lui F pentru toate valorile corn-, vlexe ale lui s Dintre toate valorile lui s, de un interes deosebit sînt acelea de pe axa j , ( unde semnificațiile simbolurilor sînt evidente Să considerăm relația ( ) presupunînd că s = j ) Deoarece Fț —ja) = F{ju)— =F(ja>) din ( ) vedem că Par F (ju) = I [J? (ja) + F (jco) J = Re F (ju) = li (со), ( u Imp F (j Aceasta înseamnă că partea reală a unei funcții pe axa j Enunțuri similare se pot face pentru modul și fază Astfel, utilizînd notația din ( ) putem scrie pătratul lui F(jco) după cum urmează : F’ (jco) = F (jco) F (—jco) = [J’(jco) | J(-J«) Prin urinare ^(joi)! = F(jco)P(-jco), ( a) j P(-jw) înlocuind со prin —со vedem că modulul la pătrat este o funcție rațională pară de со Observăm că |jF(jco) | este valoarea funcției raționale pare '(s) = F(s)F(—s) pe axa jco Este interesant de notat că atît polii cît și zerourile lui G(s) apar în simetrie cuadrantală, proprietate a oricărei funcții raționale pare FUNCȚII DE FAZA MINIMA Pentru fază avem Ф( —w) = —~ in j F (~Jm) ■F(» F № j InP(-j«) Ф(ы) ■ ( ) Prin urinare, sîntem tentați a spune că faza este o funcție impară de w însă faza este o funcție multiformă De aceea, afirmația de mai sus este întemeiată numai dacă rămînem pe o suprafață Eiemann adecvată Funcția de intîrziere O funcție de transfer va fi numită ideală dacă este de forma P(s) = s ST Pentru == jo modulul este identic egal cu unitatea și faza este proporțională cu numitorul lui Ffs) cu factorii din semiplanul stîng (s-f-e ) (*+^o) = ■?«(*)• Rezultatul va fi: ВД = ^-Pt[-s)Fț )=Ft(,) P^- = F (S) Fo(«), ( ) Ps( ) Р,(в) unde = IjLjI = (*-*<>)(»-* ») ( ( Pi(s) (®+so) (*+®o) Să definim o funcție trece tot ca o funcție de transfer avînd toate zerourile în semiplanul drept și toți polii ea imagini ale zerourilor sale în semiplanul stîng Rezultă prin urmare că o funcție trece tot are modulul egal cu unitatea pentru toate valorile lui = j ) ( ) Acest rezultat ne arată că pentru toate frecvențele pozitive faza unei funcții avînd zerourile în semiplanul drept este mai mică decît aceea a funcției obținută cînd o pereche din aceste zerouri este înlocuită cu imaginea •a din semiplanul stîng Acest procedeu de exprimare a unei funcții de transfer ca produsul sltor două poate fi repetat în fiecare etapă o pereche de zerouri complexe, •au un zero real din semiplanul drept, pot fi înlocuite cu imaginile lor din semiplanul stîng Se obține astfel o succesiune de funcții, din care și F- sînt primele două Fiecare factor al succesiunii va avea mai puține zerouri în semiplanul drept decît cel precedent Ultimul factor din această succesiune nu va mai avea zerouri în semiplanul drept Fie el Fm(s) Prin iefiniție Fm(s) este o funcție de fază minimă Folosind ( ) și rezultatele -miilare pentru celelalte funcții, putem scrie arg F (Jco) ) ( ) Fiecare din funcțiile din acestă succesiune va avea același modul pe axa dar fazele vor fi progresiv mai mari în mod paradoxal, funcția de fază inimă va avea faza cea mai mare (algebric, dar nu în mod necesar în odul) Motivul acestei nepotriviri este următorul Am definit funcțiile ie transfer ca rapoarte ale transformatei Laplace a ieșirii la transformata L place a intrării Cînd conceptul de fază minimă a fost introdus pentru r: inia dată de Bode, el a definit funcțiile de transfer ca rapoarte ale trans-: imatei Laplace a intrării la transformata Laplace a ieșirii Cu o astfel definiție, inegalitățile din ( ) vor fi inversate și funcția de fază minimă ' avea, algebric, faza cea mai mică în fiecare etapă din procedeul de mai sus se obține o funcție trece ■ de ordinul doi, sau de ordinul unu Produsul unui număr oarecare de : mcții trece tot este din nou o funcție trece tot Rezultă că orice funcție ■ transfer de fază neminimă poate fi scrisă ca produsul unei funcții de fază я ■’ imă și al unei funcții trece tot, adică F(s) = Fm(s)Fa(s), ( ) unde Fm este o funcție de fază minimă și Fa este o funcție trece tot REPREZENTĂRI ale funcțiilor de circuit Diferența de fază Un alt rezultat se poate stabili considerînd variația fazei unei funcții trece tot cînd со crește de la zero la infinit Ecuația ( ) împreună cu fig a, arată că schimbarea fazei ДФ, definită ca faza la plus infinit minus faza la ы = , pentru o funcție trece te: de ordinul doi este — те în mod similar, pentru o funcție trece-tot de ord; nul unu putem găsi din fig că această variație, neluînd în considerați-discontinuitatea la w = , este ДФ = —те Este ușor de apreciat că pentru o funcție trece tot de ordinul n variația fazei este —nit, neluînd în considerație nici o discontinuitate la , f uncția defaza minimă va avea |ДФ| mai mic decît funcția de fază neminimă corespunzătoare, deoarece ambele faze sînt nepozitive Polinoame Hurwitz Să considerăm acum un alt aspect al funcțiilor de fază minimă șî neminimă, anume relațiile intre coeficienții unui polinom și pozițiile zerou-rilor sale Polinoamele fără zerouri în semiplanul drept deschis sînt numite polinoame Hurwitz Dacă în plus aceste polinoame nu au zerouri nici pe axa jco se numesc polinoame strict Hurwitz Pe baza acestor definiții rezultă că polinomul numărătorului unei funcții de fază minimă este Hurwitz FUNCȚII DE FAZA MINIMA O condiție necesară pentru ca un polinom să fie Hurwitz este ca toți coeficienții săi să aibă același semn Aceasta însă nu este o condiție suficientă (verificarea afirmației se poate face ușor luînd un exemplu în care cel puțin unul din coeficienți să fie de semn contrar cu al celorlalți), înseamnă că anumite polinoame cu zerouri în semiplanul drept pot avea toți coeficienții pozitivi, sau toți coeficienții negativi, fără a fi polinoame Hurwitz Totuși, dacă un polinom are toți coeficienții de același semn există o restricție asupra poziției permise a zerourilor sale Restricția este dată de următoarea teoremă uj Fig Domeniu interzis pentru zerourile unui polinom fără coeficienți negativi Teorema Daca un polinom real P(s) de gradul n are toți coeficienții de același semn, el nu va avea zerouri în sectorul deschis al planului s dat de arg s | int date de polii admitanțelor laturilor paralel (latura constituie un scurt circuit), sau de zerourile admitanțelor laturilor serie (latura reprezintă întrerupere) Totuși, nu este adevărat că un zero de transmisie trebuie >ă apară întotdeauna în asemenea, puncte, ci numai că acestea sînt singurele puncte la care el poate să apară Exemple în care un zero al admitanței laturii serie și un pol al admitanței laturii derivație nu sînt zerouri de transmisie sînt date în problema Aceste chestiuni sînt foarte utile în sinteza circuitelor în scară Nu om mai insista aici asupra acestor chestiuni, dar subliniem că afirmațiile Acute se utilizează în sinteza unei funcții de intrare ca de exemplu im-pedanța de gol sau admitanța de scurt circuit a unui circuit în scară avînd prescrise anumite zerouri de transmisie De asemenea, dacă se pune pro- Fig Circuite care ar putea fi de fază neminimă : (a) T podit; ( ) dublu T; (c) structură X ■denia proiectării unui filtru cu zerourile de transmisie în semiplanul drept, vom ști cel puțin că un circuit în scară nu poate realiza asemenea zerouri -ii deci că trebuie căutate alte structuri Structurile cele mai simple ale căror funcții de transfer pot fi funcții • ie fază neminimă sînt structurile în T podit, dublu T și X, așa cum este ratat în fig Dacă ele sînt într-adevăr structuri de fază neminimă sau reprezentări ale funcțiilor de circuit nu, depinde de tipul elementelor conținute și de valorile lor Astfel circuitul dublu T din fig va fi de fază minimă pentru anumite valori ai-rezistențelor și de fază neminimă pentru alte valori, după cum se vede iu cele două cazuri particulare din figură Circuit de fază neminimă Zer o unite de trans ~ misie ta: pentru Gt ■=■ , G = , G = Circuit de fază minimă Zerouri te de transmisie ia: „ s=~ ±J ,-f pentru — Q-, = , Бз^І^З Fig Circuit dublu T care poate fi atît de fază minimă cit și neminimă Circuite de rezistență constantă Am văzut în ( ) că o funcție de transfer de fază neminimă poate fi scrisă ca produs al unei funcții de fază minimă și al unei funcții trece tot Acest lucru are mare importanță în sinteză Dacă Fm{s) și Fa(s) pot fi realizate separat, interconectarea lor va da circuitul cerut Fie de exemplu conectarea în cascadă a celor doi diporți arătați în fig , fiecare reali-zînd una din cele două tipuri de funcții Din nefericire această intereonec- Q £)— Diport de faza minimă Diport trece tot Л Fig Diporți conectați în cascadă CIRCUITE DE FAZA MINIMA ȘI FAZA NEMINIMA tare nu constituie o realizare adecvată, din cauză că folosirea celui de al doilea diport ca sarcină pentru primul îi modifică primului diport funcția de transfer Dacă s-ar putea face astfel incit cei doi diporți să nu se influențeze unul pe altul, neexplicînd deocamdată cum se realizează aceasta, atunci s-ar putea folosi conectarea în cascadă O cale de eliminare a influentei reciproce este aceea de a face ca cei doi diporți să fie circuite de rezistență constantă, așa cum se arată în fig Un’ circuit de rezistență constantă este definit ca un diport a cărui impedanță de intrare la o poartă este R atunci cînd cealaltă poartă este terminată pe o rezistență R Astfel oricare ar fi funcția de transfer a celui Fig Diporți de rezistență constantă conectați în cascadă de al doilea diport din fig , impedanța de sarcină pe care el o prezintă la poarta de ieșire a primului diport este R Cele de mai sus se aplică oricărui număr de circuite de rezistență constantă conectate în cascadă și indiferent dacă diporții sînt sau nu de fază minimă Calculînd impedanța de intrare se găsește că diporții din fig închiși pe rezistența R sînt de rezistență constantă cu condiția ZaZ = = R , adică atunci cînd impedanțele Za și Zb sînt inverse în raport cu R Să considerăm acum că fiecare din acești diporți este terminat pe Fig Diporți de rezistență constantă cu ZaZb=R : (a) structuri X; ( ) T podit: structură Г , ( ) (ondulații egale), ( ) REPREZENTĂRI ALE FUNCȚIILOR DE CIRCUIT unde ă este un număr mic care controlează amplitudinea ondulației со = corespunde la capătul benzii de trecere și Tn ( ? Fig Distribuția polilor pătratului modulului funcției de transfer Butter-worth de gradul n= în sfârșit, F(s) pentru n = este (s — Si) (s — s ) (s — s ) (s — s ) ( ) + , s + , s + , s + s Coeficienții polinoamelor Butterworth pînă la gradul și factorii acestor polinoame sînt dați în tab , respectiv tab Denumirea „maxim plat” a apărut ca rezultat al următoarei considerații Scriem seria Taylor a funcției ( ) pentru intervalul - ftjS + • • • bns' Nr n bl b bj b b b bfl , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , Notă: & si bn sint întotdeauna egaii cu unitatea Tabelul ti -’ Factorii poiino 'lor Buttenvortli Nr n Factori s + s + , » + (S + D(S + s + ) (s + , s + ) (s + , » + ) (s + ) (s + , s + ) (s + , » + ) (s + , s + ) (s + , s + ) (s + l, s - ) (s + ) (s - , » + ) (s - l, s - ) (s , » - ) (s - , s - ) (s - l llls - ) (s - , s - ) (s - l, s -j- ) (s - l)(s - , » - ) (s - s + ) (s - , » - ) (s - , » - ) (s - ? s - ) (s - s - ) (s , » - ) (s - l, Ș » - ) ($ - , Îs ) REPREZENTĂRI ALE FUNCȚIILOR DE CIRCUIT DETERMINAREA UNEI FUNCȚII DE CIRCUIT DIN MODULUL SAU Funcția Butterworth ilustrată este deosebit de simplă, deoarece toate zerourile sale sînt la infinit Este însă posibil de a introduce o funcție de tip maxim plat modificată, care să conțină unele zerouri finite Observăm că funcțiile modul la pătrat ( ) și ( ) sînt de forma |P(jco)i = - l+/(« ) ( ) unde /(со ) este o funcție pară de со; variabila este exprimată în со pentru a accentua acest fapt în cazul funcției Butterworth /(со ) este со ridicat la o putere; în cazul ondulațiilor egale /(со ) este un polinom Acum presupunem că /(со ) este o funcție rațională со " P(« )’ ( ) unde P (w ) = + « co + a co + • • • + a tco t este un polinom al cărui grad c în со este mai mic decît n Atunci F(jco) | și diferența dintre funcția dorită în banda de trecere, anume , și această funcție devin I^O)| = P (со ) + со " ’ ( ) și respectiv со ” - |P(jco) | = P(cO ) + со ” ( ) în ultima expresie s-a obținut o serie de puteri Din nou seria începe cu puterea со " și în felul acesta primele n — derivate în raport cu со ale erorii sînt zero la со = Funcția modul la pătrat din ( ) este de asemenea de tip maxim plat Spre deosebire de funcția Butterworth ea are însă • unele zerouri finite Ca exemplu considerăm următoarea funcție modul la pătrat , - l, co + O, co ( , - , co ) , — l, co + , co + со ( , — , co ) + со https://neculaifantanaru com https://neculaifantanaru com/en/